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T 1 4 trigonometria (a) à per obbìetto la risoluzione 
dei triangoli, cioè determinarne gli angoli ed i lati per 
mezzo di un numero di dati sufficienti. 

Nei triangoli rettilinei basta conoscere tre delle sei 
parti che li compongono, purché fra queste parli vi sia 
un lato. Infatti, se i dati fossero i tre angoli, è chiaro che 
tutti i triangoli simili soddisfarebbero alla quistione (6). 

(a) Trigonometria, da tpt ( tri) tre , da y«vt» (gònia) 
angolo , e da pirpoy ( metron ) misura. ( Il Tkao. ). 

(b) Infatti ( tìg. A ) condotte nel triangolo XZY le pa- 
rallele x'y 1 , ecc. al lato XY, tutti » triangoli XZY , 

x'Zy', x"Zy" sono equiangoli ; così conoscendo gli angoli 
J, Z, Ynon ni sarebbe ragion sufficiente perchè si deter- 
minino XZ, ZY, YX, in vece di x'Z, Zyf, y'x 1 o x"Z , 
Zi/", Yz". Quindi resulta , che soddisfacendo alle condi- 
zioni del problema tutti gV infiniti fati dei triangoli equian- 
goli al proposto , il problema di conoscere in un triangolo 
rettilineo i tre lati per i tre angoli è indeterminatissimo. 
Ma se poi fra * dati vi è un lato , e sia XZ 1 , alloia 
tutto è determinalo nel triangolo proposto. (Il Tbad. ). 
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Nei triangoli sferici tre dati qualunque, angoli o la- 
ti , bastano sempre per determinare it triangolo, poiché 
in questa specie di triangoli non si considera la gran- 
dezza assoluta dei lati, ma solamente il loro rapporto col 
quadrante od il numero dei' gradi che contengono. 

Nei problemi annessi al libro secondo 1 , si è già os- 
servato come i triangoli rettilinei si costituiscono col mezzo- 
di tre parli date y le proposizioni XXIV e XXV del libro- 
V danno un’idea delle costruzioni per le quali si potreb- 
bero risolvere i casi analoghi dei triangoli sferici. Ma que- 
ste costruzioni che sono esatte in teorica non darebbero» 
che una approssimazione mediocre nella pratica (a) , e 
ciò per la imperfezione degli strumenti che bisognano per 
esse impiegare : si dicono melodi grafici . 1 metodi tri- 
gonometrici , al contrario , indipendenti da ogni opera- 
zione meccanica, danna le soluzioni con la possibile esat- 
tezza che può desiderarsi : questi sono fondati sopra le* 
proprietà delle linee dette seni , coseni , tangenti , ccc„ 
per le quali si è pervenuto ad esprimere .in una manie- 
ra semplicissima le relazioni che esistono tra i lati e gli 
angoli dei triangoli. 

Esporremo primieramente le proprietà di queste li- 
nee e le principali formole che ne resultano •, formole che 
sono di grande uso in tutte le parli delle matematiche, 
h per le quali perfezionasi ancora l’analisi algebrica. Noi 
le applicheremo in seguito alla risoluzione dei triangoli 
rettilinei, una a quella dei triangoli sferici. 

DIVISIONE DELLA CIRCONFERENZA. 

I. 1 geopielri tutti fino a quest’ ultimi tempi eransi 
accordati a dividere la circonferenza in 360 parli eguali 
detti gradi, il grado in 60 mimiti, il minuto in 6D secon- 
di , wc. Il gran numero dei divisori di 60 e 560 faceva 
sì che nella pratica riusciva di qualche facilità questo me- 
todo di divisione-, ma nella realtà andava soggetto all’ in- 
fa) Bisogna distinguere infatti le figure che ad altro non 
servono che a dirigere il ragionamento per la dimostrazione 
di un teorema o la soluzione di un problema , dalle figure 
che si costituiscono per conoscere alcune loro dim£nstoni. 
Le prime tono sempre supposte esatte ; le seconde, se non so- 
no costruite esattamente, daranno resultamene inesattissimi. 
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conveniente dei numeri complessi, ed arrecava nocumento 
le molte volte alla rapidità del calcolo. 

I sapienti, cui deesi l’ invenzione del novello sistema 
di pesi e misure, anno ritrovato che vi sarebbe un gran 
vantaggio introducendo nella misura degli angoli la divi- 
sione decimale. E conseguentemente ànno riguardato come 
unità principale la quarta parte delta circonferenza od 
il quadrante , misura dell’angolo retto: indi ànno divisa 
questa unita in 100 parti eguali dette gradi , il grado 
di 100 minuti , ed il minuto di 100 secondi. 

Fin da ora impiegheremo la nuova divisione ovvero 
la divisione decimale della circonferenza ; intanto siccome 
le tavole trigonometriche, calcolate secondo questa divisio- 
ne, non sono ancora generalmente diffuse, noi cureremo di 
aggiungere negli esempi i resultati che danno i calcoli ese- 
guiti secondo 1 antica divisione, ovvero la divisione sessa- 
gesimale della circonferenza. La differenza non cade sopra 
ì! valore dei lati, ma solamente sopra il valore o meglio so- 
pra l’espressione in gradi sì degli angoli che degli archi. 

IL 1 gradi minuti e secondi si segnano respettìva- 
mcnte con i caratteri &, così l’espressione 16° 6' 75" 
rappresenta un arco od un angolo di 16 gradi, 6 minuli e 
75 secondi. Se si rapportasse questo medesimo arco al qua- 
drante preso per unità, si esprimerebbe per 0, 160675. 

Si osserva nel medesimo tempo che I’ angolo misurato 
da quest’arco sta all’angolo retto :: 160675 : 1000000; 
rapporto che non dedurrebbesi così facilmente dalle 
espressioni dale dall’ antica divisione della circonferenza. 

Gli archi e gli angoli sono espressi indistintamente 
nel calcolo da numeri di gradi , minuti e secondi. Così * 
si indicherà l’ angolo retto ed il quadrante con 100° 
due angoli redi ovvero la mezza circonferenza con «00° 
quattro angoli retti o la circonferenza interna por 400 • 
c così di seguito. ’ 

IJf. Il complemento di un angolo o di un arco è ciò 
che resta togliendo quest’angolo o quest’arco da 100.* 
Cosi un angolo di 25° 40' à per complemento 74° 60' ; 
un angolo di 12° 4' 62" à per complemento 87° 95' 3^". 

E generalmente, A essendo un angolo od un arco qua - 
lunque, 100 6 — A è il complemento di quest’angolo o di 
quest arco. Donde si vede che se l’angolo o l’arco cui trat- 
tasi è maggiore di 100°, il suo complemento sarà negati- 
vo. Perciò il complemento di 160° 84' 10" è— 60° 84' 10". J 
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In questo caso il complemento preso positivamente sa- 
rebbe la quantità che bisognerebbe sottrarre dall’angolo' 

0 dall’ arco dato, perchè il resto fosse eguale a 100.° 

I due angoli acuti di un triangolo rettangolo , val- 
gono insieme un angolo retto: essi so .10 dunque comple- 
menti P uno dell’ altro. 

IV. 11 supplemento di un angolo o di un arco è ciò» 
die resta togliendo quest’angolo o quest’arco da 200", 
\alore di due angoli retti o di una mezza circonferenza. 
Così A essendo un angolo od un arco qualunque 200” — A 
è il suo supplemento. 

In ogni triangolo nn angolo è il supplemento della 
somma degli altri due, poiché i tre insieme fanno 200.*' 

Gli angoli dei triangoli tanto rettilinei che sferici, ed 

1 lati di questi ultimi anno sempre i loro supplementi 
positivi , perchè sono sempre minori di 200.° 

NOZIONI GENERALI 

Sopra i seni , coseni , tangenti , cotangenti , secanti 
e cosecanti. 

V. 11 seno dell’ arco AM ( fig. i) o dell’ angolo ACM 
è la perpendicolare MP abbassata da una estremità del- 
l’arco sopra il diametro che passa per l’altra estremità. 

Se all’estremità del raggio CA si meni la perpendi- 
colare AT tino all’ incontro del raggio CM prolungato , 
la linea AT , così terminata, chiamasi la tangente e CT 
la secante dell 1 arco AM o deli’ angolo ACM. 

Queste tre linee MP , AT , CT dipendenti dall’arco 
AM e sempre determinate dall’ arco AN ed il raggio, si 
indicano così : 

MP = sen AM ovvero sen ACM , 

AT = tang AM ovvero tang ACM , 

CT = sec AM ovvero sec ACM. 

VI. Prendendo l’arco AD egnale ad un quadrante, 
se dai punti M e D si menino le linee MQ, DS perpen- 
dicolari al raggio CD, l’una terminata a questo raggio, 
l’altra terminata al raggio CM prolungato } le linee MQ, 
DS e CS saranno parimente il seno , la tangente e la 
secante dell’arco MD, complemento di AM. Si dicono per 
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brevità il coseno , la cotangente e la cosecante dell’ arco 
AM, e s indicano cosi : 

MQ = cos AM ovvero cos ACM*, 

DS = col AM ovvero cot ACM , 

CS =: cosec AM ovvero cosec ACM. 

lunque” g? n ^ era ^ e ^ esse ndo un arco od un angolo qna- 

cos A — sen [ 100 " — A ] , 

cot A = tang [ 100" — A ] , 

cosec A = sec [ 100° — A J (a). 

i /I triangolo Mqc ( fig, 4 \ è per costruzione egna- fì 8 . 

cm , cosi si l CP = MQ ; dunque od 
lo ‘il^rocr f 3 ?#?* 0 GMl>, de * quale l’ ipotenusa è egua- 
senn *° 1 1 f». 6 * ati » GP sono seno ed »• CO- 
sono Si. arC °i AM Quanto ai triangoli CiflÉT, CHS essi rn 
sono sino ’ r a i ) r,angoli eguali CPM , CQM , e cu,ì essi 1 
versi n * ^ ? ro * Da c '° dedurremo làcilmenle' i di- 
fimtè ™.P° rtl ° he csistono le linee che abbiamo de- 
i* anHìmer,t Prim,eramP * te ^ necessario osservare qual sia 
OrchèT- ?ren P ! f | 0gre ? 1V0 dÌ qHeS,e ™ deSÌme ^ , al- 
.££ fino' a ^ SoO-. qUa,e CSSe SÌ rapportano a,,f,1( ‘ flla da 

si in' a’ Su PP° ngasì c * ,e nn’ estremi! à dell’ areo resti fis- 
, e che 1 altra estremila , segnata M, percorra 

vresa°irn ^ i a , P orzione Ar * dd raggio AC com- 

P chiama VL P ' ede se "° 6 l ' estremi,d dell' arco si 

nella Trigonometria ^ "° U * ^ d o/cun uso 

cantere °tS°A fl " Cora ’. f/ ' e si vedono . ?«* *• parole se- 
che loro si ì P rese .. tn un senso differente da quello 
sta varie dfll^lr Ele l mei,li di Geometria. In que- 
retle indefai? MaUm . at ' ca la secante e la tangente sono 
nSK-J . delle 9 U ali taglia il circolo e l'altra 
zionì ,LT m Tr, g°n°uielria le medesime denomina - 
S sem P™ a linee di una grandezza deter- 

Zcl ùlt^ and ° V l PUÒ 6SSere e 9 uivOCO ’ « chiamano 
q e ultime secanti e tangenti trigonometriche. (Il Tbao. ) 
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successivamente tutta l’ estensione della mezza circonfe- 
renza da A fino a B nel senso ADB. 

Allorché il punto M è riunito in A, ovvero allorché 
I’ arco AM è zero , i tre punti T, M , P si confondono 
col punto A ; donde appare chiaro che il seno e la tan- 
gente di un arco zero sono zero, e che il coseno di que- 
st’ arco medesimo è eguale al raggio , come ancora la 

sua secante, . ■ , . . . 

Dunque indicando con R il raggio del circolo , si 

avrà 

sen 0 = 0, iang 0 = 0 , cos 0 = R , sec 0 = R. 

Vili. A misura che il punto M si avanza verso D, il 
seno aumenta , come ancora la tangente e la secante -, 
ma il coseno, la cotangente e la cosecante diminuiscono. 

Allorché il punto M si trova nel mezzo di AD, ov- 
vero allorché 1’ arco AM è di 50° , come pure il suo 
complemento MD , il seno MP è eguale al coseno MQ a 
CP , ed il’ triangolo CMP , divenuto isoscele, dà la pro- 
porzione 

mp : cm i : V ^ 

ovvero _ ’j 

sen 50° ; R 1 *. V 2 - 


Dunque 

sen 50" = cos 50° = —=— ^ V 2 ■ 

y 2 2 

In questo medesimo caso il triangolo CAT diviene 
isoscele ed eguale al triangolo CD5 ,■ donde vedesi che 
la tangente di 50° e la sua cotangente sono ambedue 
eguali al raggio, e che perciò si à 

tang 50° = cot 50* = R- 

IX L’ arco AM continuando ad aumentare , il seno 
aumenta fino a che il punto M sia pervenuto In 0 : al- 
lora il seno è eguale al raggio , ed il coseno è zero. Si 

à T> 

sen 100° = R , 
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cos 400* = 0 ; 

e si può osservare che questi valori sono una conseguen- 
za di quelli che noi abbiamo trovati per i seni e coseni 
dell’ arco zero -, infatti il complemento di 400“ essendo 
zero , si à 

sen 400° = cos 0 = R 
c ' ’ 

cos 400 = seri 0° = 0. 

Relativamente poi alla tangente, essa aumenla in una 
maniera rapidissima a misura che il punto M si avvicina 
a D , ed infine allorché è arrivato in D non esiste più 
propriamente tangente, perchè le linee AT, CD essendo 
parallele non possono incontrarsi. Perciò dicesi che la 
tangente di 400° è infinita , e si scrive 

' tang 400 = oo . 

Il complemento di 400° essendo zero , si à 
tang 0 = cot 4 OC 1 


e 


Dunque 


cot 0 = tang 400°. 


col 0 = oo 


e 

cot 100° = 0. 

X. Il punto M continuando ad avanzarsi da D verso 
B , i seni diminuiscono ed i coseni aumentano. Così ve- 
desi che l’arco AM à per seno I^'P' e per coseno M'Q o 
CP'. Ma 1’ arco M'B è supplemento di AM' poiché AM'4- 
M'B è eguale ad una mezza circonferenza ; d’ altronde , 
se si conduce M'M parallela ad AB, è chiaro che gli ar- 
chi A*M, BM' , compresi fra parallele , saranno eguali , 
come pure le perpendicolari o seni MP , M'P'. 

Dunque il seno di un arco o di un angolo è eguale 
al seno del supplemento di quest'arco o di quest'angolo. 

L’arco o l’angolo A à per supplemento 200“ — A ; 
quindi si à generalmente 

Leubndhb Trigonom. 2 
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sen A == sen [ 200' — A ]. 

La medesima proprietà si esprimerebbe ancora con 
1’ equazione 

sen [ 100” + B ] = sen [ 100° — B J, 

B essendo 1’ arco DM od il suo eguale DM'. 

XI. 1 medesimi archi AM' AM che sono supplemenlo 
1’ uno deli’ allro, e che anno seni eguali, anno ancora i 
coseni eguali CP, CP'} ma bisogna osservare che questi 
coseni sono diretti in sensi diversi. Questa differenza di 
situazione si esprime nel calcolo con P apposizione dei 
segni ; di modo che se si riguardino come positivi od 
affolli dal segno -f" * coseni degli archi minori di 100”, 
bisogneià riguardare come negativi od affetti dal segno— 
i coseni degli archi maggiori di 100°. Si avrà dunque 
in generale 

cos A = — cos [ 200” — A j 

ovvero 

cos[ 100” + B ] = — cos [ 100* — B ] ; 

vale a dire che il coseno di un arco o di un angolo mag- 
giore di iOO° è eguale al coseno del suo supplemento preso 
negativamente. 

Il complemenlo di un arco maggiore di 100" essendo 
negativo (111), non fa maraviglia che il segno di questo 
complemento sia negativo } ma per rendere questa verità 
ancora più palpabile , cerchiamo 1’ espressione della di- 
stanza del punto A dalla perpendicolare MP. Se si fa 
1’ arco AM = x , si avrà 

CP = cos x 

e la distanza cercala 

AP = B — cos x. 

La medesima formola deve esprimere la distanza del 
punto dalla retta MP , qualunque sia la grandezza det- 
I’ arco AM , del quale P origine è al punto A. Suppon- 
gasi adunque che il punto M arrivi in M' di modo che 
x indichi P arco AM', si avrà ancora in questo punto 

AP' = R — cos x\ 
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dunque 

cos x = R — AP‘ ' = AC — AP' = — CP' i 
ciò che fa vedere che cos x è allora negativo •, e poiché 
CP' ca CP = cos [ 200° — ar ] , 
si à 


cos x — — cos [ 200’ — x J , 
come si è già trovato. 

• 

Con ciò si osserva che un angolo ottuso à il medesimo 
seno ed il medesimo coseno dell’angolo acuto che gli serve 
di supplemento , con questa sola differenza che il coseno 
dell’angolo ottuso dev’essere affetto dal segno — .Così si à 

4 

sai ISO* = sen SO” = — R V 2 

2 

t 

cos ISO* = — cos 50" = R V 2. 

2 

Relativamente all’ arco ADB , eguale alla semicirconfe- 
renza , il suo seno è zero, ed il suo coseno è eguale al 
raggio preso negativamente -, si à dunque 

sen 200° = 0 e cos 200° = — R. 

sen A = sen [ 200° — A ] 
e 

cos A =-cos [ 200° — A ] , 
facendovi A = 200°. 

XII. Esaminiamo ora ciò che diventa la tangente di un 
arco AM' maggiore di 100*-, seguendo la definizione, essa 
deve essere determinala dal concorso delle linee AT, CM'. 
Queste linee non s’ incontrano nel senso AT, ma esse s’in- 
contrano nel senso opposto AV ; donde vedesi che la tan- 
gente di un arco maggiore di 100° è negativa. D’altron- 
de , se si osserva che AV è la tangente dell’ arco AN 
supplemento di AM' ( poiché NAM' è una mezza circon- 
ferenza ), se ne conchiuderà che la tangente di un arco 
o di mm angolo maggiore di 100' è eguale a quella del 
suo supplemento , presa negativamente , di modo che si à 
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tang A = — tang [ 200° — A ]. 

È Io stesso della cotangente rappresentata da DS # 
la quale è eguale ed in senso contrario a DS cotangente 
di AM. Abbiamo dunque ancora 

col A = — col [ 100°— A ]. 

Le tangenti e le cotangenti sono dunque negative, come 
pure i coseni da 100° fino a 200.° Ed in quest 4 ultimo 
limite si à 

tang 200° = 0 
e 

col 200° — — cot 0 — — oo . 

XIII. Nella trigonometria non à luogo la considerazione 
dei seni , coseni , ecc. degli archi e degli angoli mag- 
giori di 200°, perchè è sempre fra 0 e 200“ che sono 
compresi gli angoli dei triangoli tanto rettilinei che sfe- 
rici, ed i lati di questi ultimi. Ma in diverse applicazio- 
ni della geometria , non è rara la considerazione di ar- 
chi maggiori della semicirconferenza , come pure di ar- 
chi che comprendono più circonferenze. È dunque ne- 
cessario trovare 1’ espressione dei seni e coseni di que- 
sti archi , qualunque sia la loro grandezza. i 

Primieramenle osserviamo che due archi eguali e d 
segni contraii AM, AN anno seni eguali e di segni con- 
trai! MI* , Al» , mentre il coseno CD è il medesimo per 
T uno e per 1’ altro. Si à dunque generalmente 

sen [ — x ] = — sen x 

cos [ — x \ — — cos x ; 

formole ohe serviranno ad esprimere i seni ed i eoseni 
degli archi negativi. 

Da 0° fino a 200° i seni sono sempre positivi, pur- 
ché sono situati da una medesima parte del diametro AB; 
dai 200° fino ai 400° i seui sono negativi , perchè sono 
situali dall’ altra parte di questo diametro. 

Sia ABN' — x un arco maggiore di 200° il suo seno 
PW è eguale a PM seno deli’ arco AM = x — 200° j 
dunque si à in generale 

sen x — — sen [ x — 200° ]. 
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Questa forinola darebbe i seni tra 200 9 e 400° per mezzo 
dei seni tra 0° e 200° ; essa dà in particolare 

sen 400° == — sen 200° — o •, 

egli è evidente difatti die, se un arco è eguale alla cir- 
conferenza intera, le due estremità si confondono in un 
punto medesimo , ed il seno si riduce a zero. Non è 
meno evidente che, se ad un arco qualunque AM* si ag- 
giungano una o più circonferenze , si ricaderà esatta- 
mente sopra il punto M , e 1’ arco così aumentato avrà 
il medesimo seno che l’arco AM ; onde se C indica una 
circonferenza intera ovvero 400°, si avrà 

sen x = sen [C-j-ar] — sen [2C-}-;r] = sen f 3C-J-# J== ecc. 

La medesima cosa avrà luogo per i coseni, tangenti ecc. 

Presentemente, qualunque sia l’orco proposto x, egli 
è facile osservare elie il suo seno potrà sempre espri- 
mersi con un segno convenevole mediante il seno di un 
arco minore di 100°. Infatti si potrà subito togliere dal- 
l’arco x tante volle 400° quante volte vi possono essere 
contenuti *, sia il residuo y , si avrà 


✓ 


sen x — sen y. 

In seguito se y è maggiore di 200°, si farà 


y = 200 + z , 


e si avrà 

sen y — — sen z. - 

« % 

Tutti i casi sono ridotti dunque a quello nel quale 
1’ arco proposto è minore di 200° , e come d’ altronde 
si à 

sen [ 100°-f x ] = sen f 100 °— x ] , 

egli è chiaro che si riducono ulteriormente al caso nel 
quale 1’ arco proposto è fra zero e 100°. 

, « 

XVI. I coseni si riducono sempre ai semi in virtù della 
formula 

cos A = sen [ 100° — A ] ; 
ovvero , volendosi , dalla forinola 


cos A = sen [ lOO'-f A ] -, 
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cosi sapendo valutare i seni in tutti i casi possibili si 
sapranno valutare i coseni. Del resto vedesi direttamente 
dalla figura che i coseni negativi sono separati dai coseni 
positivi dal diametro DE , in modo che tutti gli archi , 
cui 1' estremità cadono alla sinistra di DE ànno un co- 
seno postino, per laddove quello cui i’ estremità cadono 
alla dritta anno un eoseno negativo. 

Quindi è che da 0“ a 100° i coseni sono positivi , 
da 100° a 300° essi sono negativi , da 300° a 400° essi 
ritornano positivi; e dopo una risoluzione intera ripren- 
dono i medesimi valori come nella risoluzione preceden- 
te ; infatti si à ancora 

cos [400° -j-x] = cos x. 

Dopo queste spiegazioni egli è facile concepire che » seni 
ed i coseni degli archi multipli del quadrante àuno i 
valori seguenti. 



Ed in generale k indicando un numero intero qualunque r 
si avrà 


sen 2/c— 100”=0 
sen r4fc-H] 100°=R 
sen [ili — 1] 100=— R 


cos [2£-H J 400’=0 

cos 47c-{-100 o =R 

cos [ 4&-j-v] 100°=— R. 


Ciò che si è dello sin qui per i seni e coseni ci dispensa 
di entrare in alcun altro dettaglio particolare sopra le 
tangenti, cotangenti, ecc. degli archi maggiori di 200 3 ; 
perchè i valori di queste quantità ed i loro segni sono 
sempre facili a dedursi da quelli dei seni e coseni dei mede - 





• • . . ^ ■> 
simi ardii, coma si vedrà per le forinole che andranno 
esponendosi appresso (a). 

(a) Sembra dunque che le principali ragioni che àn 
fallo scegliere l’angolo retto per unità sieno : /.* che il 
circolo intero , a parlar propriamente , non misura un 
angolo , poiché in lai caso ( fig. 1 ) MC cade sopra A ; fi*. ■. 
2° che il seno al quale si rapportano lutle le altre linee 
trigonometriche prende neU’estensione\del quarto del circolo, 
ovvero dell' angolo retto, tulli i valori cui c suscettibile. 

(Il Trad. ) 
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TEOREMI e FORMOLE 

RIGUARDANTI I SENI , COSENI , TANGENTI , COTANGENTI , 
SECANTI E COSECANTI. 


XV. Il seno di un arco è la metà della corda che sottende 

un arco doppio. 

Tig, i. Infatti il raggio CA ( fig. I ) perpendicolare ad MN 
divide in due parti eguali la corda MIN e l’arco sotteso 
MAN dunque MP, seno deli’ arco MA, è la metà della ' 
corda MN che sottende I’ arco MAN doppio di MA. 

La corda che sottende la sesta parte della circonferenza 

400° 1 

è eguale al raggio : dunque sen—- — ovvero sen 53° — 

12 3 

1 

R 5 vale a dire che il seno del terzo dell’ angolo 

2 

retto è eguale alla metà del raggio. 

XVI. Il quadrato del seno di un arco , più il quadrato 
del coseno , è eguale al quadrato del raggio; di modo 
che si ù generalmente 

sen 5 A cos *A = R a (a). 

Questa proprietà resulta immediatamente dal trian- 
golo , rettangolo CMP , ove si à 

MP* + CP 5 = CM* 

Da ciò ne segue che essendo dato il seno di un arco 
si troverà il suo coseno e viceversa per mezzo delle formolo 

cos A = + V ( R’ — sen ’A ì 
sen A =s + y ( R* — cos *A ) 

(a) S’ indica qui per sen * A il quadralo di sen A, 
t similmente per cos 1 A il quadralo di cos A. 
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11 doppio segno di queste forinole viene dal perchè 
il medesimo seno MP corrisponde a due archi AM, AM < 
i cui coseni CP, Cl v sono eguali e d'i segno contrari , 
come il medesimo coseno CP corrisponde a due archi 
AM , AN , i cui seni MP, PN sono similmente eguali e 

di segno contrario. 

Cosi, per esempio , avendo trovato , 

sen 35° ^ \ R i 

se ne ricaverà 

cos 53 ovvero seti 66° |-:=V( R ’— V i g R V ® 

XVII. Essendo dati il seno ed il coseno dell'arco 4, 
si può trovare la tangente , secante , cotangente, e cose- 
cante del medesimo arco col n}e zzo delle (or mole seguenti . 

R sen A 
tang A = — - 

cos A 

R* 

sec A = 

cos A 

Rcos A 

tot A ss * — 

sen A 

R* 

coste A = . 

sen A 

triangoli simili CPM , CAT , CDS danno te 

cp : pm :: ca : at 

ovvero 

R sen A 

cos A : sen A : : R *. tang A = 1 — 

cos A 


Infatti i 
proporzioni 


Legendrb Trigonom. 
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cp : cm :: ca : ct 

ovvero 

R* 

cos A ; R : : R sec A = 

cos A 

pm : cp cd : ds 

i 

ovvero 

« R cos A 

seti A l cvs A t: R : col A = ■ — 

seti A 

pm : cm :: cd : cs 

ovvero J 

R* 

sm A ; R II lì ! cosec A ss — 

* se» A 

dalle quali si traggono le quadro forinole delle quali é 
parola. Intanto può osservarsi, che le due ultime l'ormole 
si dedurrebbero dalle due prime ponendo semplicemente 
100° — A in vece di A. 

Queste forinole daranno i valori ed i segni propri 
delle tangenti , secanti , ecc. per qualunque arco , dei 
quali si conosceranno il seno e coseno ; e siccome la 
legge progressiva dei seni e coseni, secondo i differenti 
archi ai quali si rapportano, è stala sufficientemente svi- 
luppala nel capitolo precedente , non resta altro a desi- 
derare sopra la legge che seguono similmente le tangen- 
ti , secanti ecc. 

Si possono altresi confermare per loro mezzo pa- 
recchi resultamene che già sonosi ottenuti relativamente 
alle tangenti *, per esempio, se si fa A = 100°, si avrà 

sm A = R , e co* A = 0 

dunque 

R* 

iavg 100° = , 

0 

espressione la quale indica una quantità infinita, perchè 
R* diviso per una quautilà piccolissima, darebbe un quo- 
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zieote più grande di qualunque quantità finita. E poiché 
zero può esser preso eoi seguo 4“ u voi segno — , si 
avrà il valore ambiguo 

tang 100° + ea . 

Sia ancora A = 200* — B, si avrà. 

sen A = sera B C cos A = — cos B -, 

dunque 

R sen B R sen B 

tang [ 200'’ — B J = = = — tang B, 

— cos B cos R 

ciò che si accorda con T articolo XII. 

XVIU. Le forinole dell’ articolo precedente , combi- 
nate fra loro e cou l’ equazione 

. { sen 1 A + cos 1 A = R* , , 

se danno alcune altre che meritano attenzione. 

Si à primieramente 

R 1 sen* A 

IV + tang *A = R 1 4 ■ = 

"• - , ; cos 1 A 

, R* [ se»’ A 4~ cos ’ A ] , R 4 

cos 1 A cos 1 A- J 

dunque 

R* 4" tang 1 A = scc* A •, 

forinola che si dedurrebbe immediatamente dal triangolo 
CAT ; avrebbesi similmente dalle Dorinole e dal triangola 
rettangolo CBS , 

R* 4" ror A = cosec 1 A. 

Finalmente , se si moltiplicano fra loro le forinole 

R sen A 

tang A = , 

cos A 

.... Rem A “ ■ ! - •• . rv* 

col A 3= ; , 

sen A 
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si avrà 

tang A X col A ra R* y 

forinola che dà 

R* 

cot A = , 

tang A 

R* 

tang A = ■ — » 

cot A 

Sì avrebbe similmente 

R‘ 

cot B . 

tang B 

Dunque 

cot A ; cot B :: tang B J tang A ; 

cioè , che Te cotangenti di due archi stanno in ragiona 
incerta delle loro tangenti . 

Questa foratola 

cot A X tang A = R* 

si dedurrebbe immediatamente dal paragone dei triangoli 
simili GÀT , CDS, i quali danno 

at : ca :: cd : d» * 

ovvero . . . 

• - ‘ J. < > L 

tang A : R R l cot A. 

XIX. Essendo dati i seni ed i coseni di due archi a 
e- b si possono determinare i seni ed i coseni della som- 
ma o della differenza di questi archi col mezzo delle for- 
male seguenti: 

sen a tos b -f- «« b cos a 

sen ( a + b ) =: 

R 

sen a cos b — sen b co» a 

sen ( a — b ) = 

R 
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cos ( a -f- b ) 


cos a cos b — sen a seti b 
R 


cos ( a -j- b 


) = 


cos a cos b -|- seti a sen b 
R 


Sia il raggio AC=R (fìg.2) Y arco AB=a; Y arcon,. t. 
BD = 6, e per conseguenza ABD = c + 6. Dai punti B 
e D abbassinsi le perpendicolari BE , DF sopra AC; dal 
punto D conducasi DI perpendicolare sopra RC , final- 
mente dal punto I conducasi 1K perpendicolare ad AC ed 
IL parallela ad AC. 

1 triangoli simili BQE , 1CK danno le proporzioni 


cb : ci :: be : ik 

ovvero 

sen a cos b 

R I cos b : ; seti a ; 1K = 

R 


ovvero 

r : cos b :: 


cb : ci ce : ck 


cos a cos b 

cos a J CK = . 

r 


'' */ 


I triangoli DIL, CBE, che anno i lati perpendicolari 
respettivamente , sono simili e danno le proporzioni, 


ovvero 
R : 


cb : di :: ce : dl 

cos a sen b 

sen b ; ; cos a : l)L = , 

R 


ovvero 

R : «e» b :: 


cb : di :: be : il 


sen a sen b 

sen a : IL = . 

R 
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Ma si à 

IK + DL ss Di*’ = sen ( a + b ) 

l ‘i 

CK — IL . == CF a» cos ( a + b ). 
Dunque 

wre a cos b + & 11 b cos a 

sere ( a ■+■ b V = 

R 

cos a cos b — sere a sere b 

- a i 

R 


cos ( a + b ) = ■ 


Egli sarà facile a dedurre da queste due foratole» 
valori di sen ( a — b ) e cos ( a — 6 ) » ma possono tro- 
varsi direttamente per messo della stessa figura. 

Infatti, se si prolunga il seno Di fino a die incoor 
tri la circonferenza in M, si avrà 

BM = RD = b ' 

ed 

MI = ID = sere b. 

Dal punto M conducasi MP perpendicolare ad AC ed 
MN parallela ad AC *, poiché MI = DI , si avrà 

MN = IL , ed IN = DL, 

Ma si à 

1K — IN = MP = «ere ( a — b > 
e 

CK + MN = CP = cos ( a — b ) v 

dunque 

sere a cos b — sen b cos a 
rere ( a — b ) — 


cos ( a — b ) =- 


: ;R 

cos a cos b -f- sen a sen b 


Queste sono le foratole che trattavasi dimostrare. 
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Si potrebbe dubitare , che la dimostratone prece- 
dente non fosse bastantemente generale, poiché la figura 
che abbiamo seguita suppone gli archi a e b come an- 
torà cl -j- b piu piccoli di 100°. Ma in prima la dimo- 
strazione si estende facilmente al caso in cui a e b es- 
sendo minori di 100° la loro somma a -j- b è 100. 
Allora il punto F cadrebbe sopra il prolungamento di AC, 
ed il solo cangiamento a fare nella dimostrazione sareb- 
be di prendere 

co* ( a -{- b ) = — CF ; 

ma come si avrebbe nel medesimo tempo CF = IL — CK , 
ne resulta sempre 

cos ( a -f- b ) = CK — IL, 

ovvero 

R co« ( a -f- b ) = co* a cos b — - seti a sen b* 

Supponiamo presentemente , che le formole 

R sen ( a b ) = sen a coi b ■+■ sen b coi a 

R coi ( a -f- b) = coi a cos b -*» sen a sen b 

sieno riconosciute esatte per tutti i valori di a e di b 
minori dei limiti A e B, diciamo, che esse avranno luo- 
go ancora quando questi limiti saranno 100° -f- A e IL 
Infatti, si à generalmente, qualunque sia 1' arco x 

sen ( 100* -f- x ) == cos x 

sen ( 100* x ) = — sert x. 

Queste equazioni sono manifeste allornqtfando X è < lOfT 
e si dimostra facilmente eh* esse anno luogo per tutti i 
valori di ar, per mezzo della figura IR ove MM" ed Sf'M" 
sono due diametri perpendicolari fra loro , in cui si pos- 
sono prendere successivamente per x i valori AM, A DM', 
ADBM" , ADBEM" , o pure questi valori aumentati di 
un numero qualunque di circonferenze. 

Ciò posto , sia x = i» ■}* à , si avrà 

sen [ 100° 4 *m + b}:= co* (m-f-b). 
cos [ 100° -f- m + b ]=— sen( m •+■ b ). 

Ma, seguendo l’ipotesi, si conoscono i valori dei secoft- 
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di membri , sempre che m e b non eccedono i limiti A 
e B -, dunque in questa stessa ipotesi si avrà 

R sen [ 100” -f- ni -f- b ] = cos m cos b — sen ni seti b 

R cos [ 100° -fr- m -f- B ] =— sen m cos b— cos m sen b. 

Sia 100' -J- m — a , poiché si à 

sen ( tOG” -f- m ) = cos m 

e 

cos ( 100” -}- m ) =± — sen m, 
ne resulterà 

cos ni = sen a * 
e 

sen m = — cos a ; 

dunque facendo questa sostituzione nell’equazioni prece- 
denti , si avrà 

R sen ( a -f- b ) — sen a cos b -{- cós a sen b 

R cos ( a -j- b ) = cos à Cos b = sen a sen b. 

Donde vedesl che queste formole che non erano di- 
mostrale, che nei limiti a <£ A, b < B, lo sono presen- 
temente nei limili più estesi a <[ 100° A, b < B. 
Ma per la medesima rjgione il limite di b può essere 
avanzato di 100° , ed in seguito quello di a -, ciò che 
può continuarsi indefinitamente-, dunque le formole delle 
quali si tratta ànno luogo , qualunque sia la grandezza 
degli archi a e b. 

L’arco a essendo composto dalla somma dei due ar- 
chi a — b e b , si avrà per le forinole precedenti 

R sen a = sen ( a — b ) cos b ■— cos ( a — b ) sen b 

R cos a = cos (a — b ) cos b -f- sen ( a — b ) sen b. 

E da queste ricavatisi 

R sen ( a — b ) = sen a cos b — sen b cos a 

R cos ( a — b ) = cos a cos b -J- sen a sen b ; 

formoli che avranno ancora luogo per lutti i valori di 
a e di b. 
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XX. Se lidie formole dell’ articolo precedente si fa 
j — dj la prima e la terza daranno 

2 sen a cos a 

sm 2 a = ~i 

R 


cos 2 a = 


cos 1 a — sen * a 


R 


Queste formole serviranno a trovare i seni ed i co- 
seni di un arco doppio, quando conosconsi il seno ed il 
coseno dell’arco semplice. Questo è il problema dalla 
duplicazione dell’ arco. . . 

Reciprocamente, per dividere un arco dato a in due - 

1 

parti eguali, pongasi nelle medesime formole — a in luo- 

2 

co di a , si avrà 

11 

2 sen — a cos — a 
2 2 

sen a = — , 


R 


1 


cos i — a — sen 1 — a 


cos a 


R 


Ora , poiché si à in un mentre 

1 1 

cos 1 — a + sen 1 — a = R 1 
2 2 

e . 

1 1 

cos 1 — a — sen 1 — a = R cos a 

2 2 

ne resulta 

111 

cos 1 — a = — R 1 -\ R cos a 

2 2 2 

Legendre Trigon. 4 
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dunque 


4 1 1 

sen 1 — a = — R 1 — R cos a 

2 2 2 

1 , 1 1 

sen — a = y ( — R* R cos a ) 

r\ /% /« » 


2 

4 


2 


1 ,1 4 

cos — a r= \ ( — R 1 -| R cos a. 

2 2 2 

Così facendo a = 100% ovvero cos a = 0 , si à 

1 1 

sen SO 0 = cos 50° = y — R 1 = R yj — -, 

2 2 

in seguito se si fa a =: SO’ , ciò che dà 


si avrà 


cos a = R V — , 

2 

.441 

sen 23° = R y ( V — ) 

2 2 2 


, 1 1 4 

cos 23° = R y ( 1 y — )• 


XXi. Si ponno ancora avere i valori di sen — a, e cos 

2 

4 

— a espressi per mezzo di sen a, ciò che sarà utile in 
2 


molte circostanze. Questi valori sono ; 
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11 - 1 

sen— a = — V ( + R sen a ) V (R* ”R sen a ) 

2 2 2 

11 1 

cos — a = — V ( R“ -f- R sen a ) -| V (H*— R sena). 

2 2 2 

Infatti, se elevisi la prima equazione a quadrato, si avrà 

1 1 1 

sen 1 — a = — ( R*-f-R sen a ) -j ( R 1 — R sen a) 

2 4 4 


1 1 1 

V ( R 4 — R a sen* a ) = — R*— — R cos a ; 

2 2 2 


avrebbesi similmente 


1 1 1 

cos 1 — a = — R* R cos a ; 

2 2 2 


1 


ciò che si accorda con i valori precedenti di sen — a e cos 


— a. 

2 

Bisogna intanto osservare che, se cos a fosse nega- 
tivo, il radicale ^ ( R 1 — R sen a ) dovrebbe esser pre- 


1 1 

so con segno contrario nei valori di sen — a, e cos — a, 

2 2 

ciò che cangerebbe 1’ uno nell’ altro. 

XXII. Per mezzo di queste forinole è facil cosa de- 
terminare i seni ed i coseni di tutte le parli decime del 
quadrante. 

E primieramente sia sen 20°= oc, 2 x sarà la corda 
di 40”, ovvero il lato del decagono regolare inscritto : 
ora questo lato è eguale al segmento maggiore del rag- 
gio diviso in media ed estrema ragione (lib. prop. 5)j 
dunque se si fa il raggio eguale ad i , si avrà 


' 
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i : 2x :: 2x — 1 : 2x, 


Da ciò ricàvasi 


ovvero 


dunque 


dunque 


e finalmente 


4x’ sz 1 — 2* 


H — s = — ■ ; 

2 4 


1 1 1 5 


1 1 ; 
X+- = - V»* 


x 0 ten 20° =- ( _ 1 + V 5 )- 
4 

Questo valore , elevato a quadrato, dà 

6-2V S 


sen * 20” = 


16 


dunque )0 + g y-5 

1 — sen’ 20° ovvero co s 1 20° — — • 

1« 

Ma cos’ a — sen 3 a = cos 2 a v 

<tan<l " e 4+4 ys t+v» 

cos 40” ovvero scn 60° = — 

16 4 

Ora , se nelle Corniole del numero ventuno si fa Ft 
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4 1 

40“ = V ( 3 + V 3 ) V ( 5 — V S > 

4 4 

4 1 

cos 10° = — V ( 3 + V 5 ) + - V ( 3 — v 3 >- 

4 4 

Se io seguite? si fa nelle medesime formole a = 60“ e 

i 

«ra a = — C i 4* V 3 ) , si avrà 

4 

4 1 

spn 30® = — V ( 3 + V 3 ) V ( 3 — V 5 ) 

4 4 

4 4 

cos 3Q“ = — V ( s + V 5 ) + — V (3 — v 3 ). 

4 4 

Con questi valori e quelli che di già conosconsi di seti 5Q“ 
e di seri 400° si può formare la tavola seguente : 
seri 0° = cos 400° =0 

4 1 

sen 40“ = cos 90° = — \J (2-fy5 V (4 — V 5 ) 

4 4 

4 

sen 20“ — cos 80° = — ( — 4 -f- V 3 ) 

A 

4 4 

sen 30“ — cos 70* = — V ( ò+y ò ) ( 3 — V 3 ) 

4 4 

4 

sai 40’ = cos 60“ = — V ( 10 — 2 V 6 ) 

A 

4 

4 cn 50“ = cos 50“ = — Y 2 

a 
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1 

scn t>0 ? = eos 40“ = — ( I y' 3, ) 


scn 70° = cos 30° = — \ (3 + y' r>) _ y (3~y5) 

4 4 

1 

sen 80° = cos 20° =; — y ( 10 + 2^5) 

4 

1 1 

sen 90° = cos 10" == — y ( 3 y 5 — y ( 5— y 5) 

4 4 

scn 100° = ccs 0° = 1. 

Questi valori possono ridursi ad una forma più sem- 
plice , poiché si à 

1 1 

y ( 3 + y 5 ) = _ y 10 + - y 2 

0 c> 

e 

1 1 

y ( 3 - ys ) = - y io — y 2 -, 

o «J, 

+* <*■ 

donde si vede clic riguardando come cogniti y^, \oe 
yiO , non resta a fare che quattro estrazioni di radici 
quadrate por avere i valori dei seni e coseni di tutti 
gli archi mulliplici di 10’. 

XXIII. Hicavansi da queste formole due conseguenze 
interessantissime. l.° Poiché 2 scn 40° è la corda di 80°, 
ovvero il lato del pentagono regolare iscritto , questo 
lato sarà eguale ad 


— y “10 - 2 y 5 ), 
2 


ed il suo quadrato eguale a 
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10 — 2 V0 

4 

li Iato del decagono regolare eguale a 

1 

2 sen 20’ = — ( — i -f. y 5 ) 

2 

il suo quadrato eguale ad 

1 

-(6-2 V'S)! 

4 

i 1 

ora, — (10 — 2 VS)= 1 + — ( 6 - 2 \/S). 

4 4 

Dunque la somma falla del quadralo del raggio ed il 
quadralo dii decagono è eguale al quadralo del oenlaao- 
no regolare iscrillo. 

2.“ Fra i seni delle divisioni decimali dispari del 
quadrante , avvi le seguenti relazioni : 

se» 90° -j- sen 30“ scn 10” = seti 50” -f- sen 70” 5 

e le divisioni pari danno similmente 

1 

scn 60”= sen 20" -j — . 

2 

Ma queste formule non sono clic casi particolari, e può 
dimostrarsi, che x essendo un arco di un numero qua- 
lunque di gradi , si à sempre 

sen ( 100” — s ) -f- sen ( 20“ -f- 1 ) sen ( 20° — x ) 

= sen ( 60“ — \ ) -| -scn ( CO” -f x). 

Infatti , la forinola 

sen ( a 4. b ) -f- sen ( a — b ) -f- 2 sen a cos b 
dà 

= 2 sen 20° cos x 
= 2 sen 00“ cos x. 
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T^^sen ( 60° -f- x ) -f- sen ( 60" — x ) 
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Dunque , poiché si à 

4 

sen 60° — sen 20” = — 


cos x — sen ( 100° — x , 

queste due equazioni sottratte 1’ una dall’altra daranno 

sen ( 60° -j- x ) + sen ( 60 — x ) — sen ( 20° -J- x ) 

— sen (20° -\-x)=zsen ( 100° — x). 

Formola dalla quale ricavasi 1’ equazione delle divisioni 
impari , facendo x=z 10° -, e che in generale può ser- 
vire alla verificazione delle tavole dei seni. 

XXIV. Se nelle formole prima e terza dell’ articolo 
XIX , cioè nelle formole 


sen a cos b + sen b cos a 

sen ( a -f- b ) = 

R 

cos a cos b — sen a sen b 


cos ( a + b ) = .. .. 

R 

si fa b = 2 a , si avrà 

sen 2 a cos a + cos 2 a sen a 
sen 3 a = 


R 


cos 5 a 


cos 2 a cos a — sen 2 a sen a 


K 


Sostituendo in queste, in vece di sen 2 a e cos 2 a, 
i valori trovati nell’ ■articolo XX , e rendendo più sem- 
plici i resultameli i col mezzo dell’ equazione 


si avrà 


sen* a -f- cos 5 a = R 5 , 
4 sen 3 a- 

sen 5 a = 5 sen a — - 

R* 
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4 eos 5 a 

cos 5 a = 3 cos a. 

K* 

Queste forinole che servono alla triplicazione degli archi, 
possono servire ancora ad operare la loro trisezione o di- 
visione in tre parli eguali, infatti, se si fa sen 3 a==c, 
e sen a = x ì si avrà, per determinar x, l’equazione 

c R 1 = 3 R 1 x — 4 x\ 

Donde vedesi chiaro che il problema della trisezione del- 
l’angolo, considerato analiticamente, è de! terzo grado. 

Se nelle medesime formoie dell' articolo XIX , si fa 
successivamente ò = 3 a, b = 4 a, ecc. , si avranno 
i seni e coseni degli archi 4 a, 5 a , ecc. , vale a di- 
re , in generale , i seni ed i coseni dei mulliplici di a. 
Reciprocamente le formoie che servono alla moltiplicazio- 
ne degli archi daranno le equazioni da risolversi per di- 
videre un arco dato in parli eguali, cioè per determina- 
re sen a o cos a allorché si conoscano sen na , e cos na. 

XXV. Sviluppiamo ancora i valori di sen 5 a c cos 
ti a ; ed a far ciò osservinsi le formoie 


sen ( 3 a + 2 a 


sen 3 a cos 2 a -j- cos 3 a sen 2 a 
R 


cos (3a-f-2a)— ■ 


cos 3 a cos 2 a — sen 3 a sen 2 a 


R 


Se vi si sostituiscano in queste i valori di già trovati ne- 
gli articoli XX o XXIV , si avrà , dopo le riduzioni , 


20 sen 3 a 


sen 5 a — sen a 


R* 


+ 


16 sen 5 a 
R 4 


20 cos 3 a 16 cos 5 a 
cos 5 a ~ 3 cos a j- . 

R* R 4 

Dal che si vede che il problema della sezione di un 
angolo in cinque parli eguali sarebbe del quinto grado; 
e così delle altre divisioni relativamente ai numeri orimi 
7 , 11 , 13 , eco. 1 

LtGBNDaB Trigonom. . a 
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XXVI. Sia proposto por esempio di trovare il valore 
ili sen 1° approssimalo sino a quindici decimali, ciò che 
può essere utile di molto alla costruzione delle tavole dei 
seni. L’espressione di sen 10°, trovata nel numero XXU, 
essendo ridotta in decimali nella supposizione di K=1 , 
dà 

sen 10° = 0, 15643 44630 40231 ; 

e da ciò ricavasi , per mezzo della formola del numero 
XXI 

sen 5* = 0 , 078-45 90957 27845. 

Sia presentemente sen V =.x, bisognerà, per ottenere 
x , risolvere 1’ equazione 

16 x 5 - 20 + 5 x = 0, 07843 90957 27845. 

Se , per abbreviare , si faccia il secondo membro 
eguale a c , si avrà presso a poco 

5 x — 20 x* = c , 


ed 

1 1 

ar = -^c + 4( — cy. 

5 5 

1 1 

Ora - c=0, 01569 18191 e 4 ( - c ) s =0, 0000 L 5156 -, 

5 5 

dunque si à , per prima approssimazione , 

x = 0 , 01570 7273 , 

valore ebe non è erroneo che nell’ oliava decimale. Por 
averne uno più esatto , sia x = 0 , 0137073 -f- y , si 
avrà, sostituendo nell’equazione proposta, e trascurando 
il quadralo e le altre potenze di y , 

0,078459009424927+4,98520 1 7 j/=0, 078459095727845; . 

donde ricavasi 

y = 0, 00000 00173 118207 , 


ed 
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' a 0 seti 1* = 0, 01570 73173 H8207. 


Dal seno di 1” ossia 100' dcdurrebbonsi similmente 
Ì seni di 50', di 10' , di 5' , ed infine quello di 1'. 

XXVU. Le formole dell’ articolo XIX danno un gran, 
numero di conseguenze, fra le quali basterà di riportare 
quelle che sono di un uso piu frequente. Se ne deducono 
subito le quattro seguenti 

1 1 

sen a cos b = — R seti (a-f-b)-j R sen (a — b ) 

2 « 

1 1 

sen b cos a = — R sen (a-J-b)-— • — R sen ( a — b ) 

2 2 

1 < 

cos a cos b = — R cos ( a — b ) -1 R cos ( a -j- b ) 

2 2 

1 i 

sen a sen b == — R cos ( a — b ) R cos ( a b ), 

2 2 

le quali servono a cangiare un prodotto di più seni o 
coseni, in seni e coseni lineari o moltiplicati solamente 
con costanti. 

XXVIII. Se in queste formole si fa a + b = p, 
a — 6 = q , ciò che dà 

P + ? P— ? 

a = > b , 

2 2 


se ne trarrà 

2 1 1 

sen p + sen q = — sen — ( p + q ) cos — ( p — q ) 
R* 2 2 

2 1 * 

sen p — » sen q = — sen — ( p — q ) cos — ( P -j* q) 
R 2 2 

2 1 * 

cos p -j- cos q = — cos — ( p -f- q ) cos — ( p — q ) 
R 2 2 

2 1 * 

cos p — cos q = — sen — ( p + q ) sen - ( P — q ) 
R 2 1 
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Formole nuove che impiegansl sovente nei calcoli tri- 
gonometrici per ridurre due termini ad un solo. 

XXIX. Finalmente da queste ultime ricayansi , mercè 
divisione , osservando però che , 

sen a tang a R 


R 


col a 


cos a 

quelle che seguouo 

1 ^CP+D 


se«p— se«q I j ^ 

cos ~ (P+q)«« — (p-q) tan</-(p— q) 
2 2 2 

»«P+<™q’ CT l C P +q) '“^(P+D 


twp-f-rosq i II 

cos — CpH-q) 

2 

t 1 

cos -(p— q) col— (p-q) 
senp-|-se/iq 2 2 


cosq-j-cosp 1 II 

sen - (p-q) 

2 

* i 

sen — (p— q) tang— (p— q) 
senp— senq v y a ^ 


cosp-j-eosq 1 II 

cos - (p— q) 

2 

1 1 

cos - (p-j-q) cot - (p+q) 
senp— senq 2 2 


cosq— cosp 1 

,en -(p-N) 

,2 .. 


R 
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1 i \ 

cos— (p-f-q) eos— (p— q) col— (p — q) 
mp-j-cosq 2 2 2 

—■ t — — min — 1 — — — — — • - ■ ■ ■■ ■ .. ■ ■ ■ . — 

eotq — cosp ì \ \ 

sen — (p-j-q) sen— (p-q) Rmflf-(p— q) 

2 2 2 

1 1 1 

2sen-(p+q) C os-(p+q) c 0 s-(p+q) 

sen (p-f-q) 2 2 - 2 

*mp+senq \ 1 ~ 

2sen— (p-f-q(cos - (p— q) cos -(p— q) 

2 2 2 

1 1 i 

2sen— (p-f-q)cos— (p-f-q) sen— (p-f-q) 

sen (p-f-q) 2 2 _ 2 

senp— senq 1 1 j 

2sen — (p - q)cos— (p-f-q) sen— (p— q) 

2 2 2 

Formole le quali sono le espressioni di altri tanti teo- 
remi. Dalla prima formola ne resulta, che la somma [dei se- 
ni di due archi sla alla differenza di questi medesimi seni , 
come la tangente della semisomma di questi archi sta alla 
tangente della semidifferenza degli slessi. 

XXX. Se si fa b = a o y = 0 nelle formole dei tro 
articoli precedenti, si avranno i resullamenti che seguono: 
1 \ 

cos* a — - R J -j- — R cos 2 a 

2 2 

1 i 

sen* a = — IP R cos 2 a 

2 2 

1 

2cos’ — p 
2 

R -f- cos p = 

R 

1 

2scn 1 — p 
2 

R — cos p = 

R 
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2 sen — p cos — p 
■2 2 


sen p = ' 


tang — p 

sen p 2 II 

R -f- cos p R i 

col — p 
2 

1 

col — p 

sen p 2 R 


R — cos p 


R -f- cos p 
R — cos p 


R 1 

lang — p 

% 

1 

col 4 —* p 

2 R* 

R* 1 * 

lang ' — p 
2 


XXXf. Por Sviluppare ancora alcune formole relati- 
ve alle tangenti , consideriamo 1’ espressione 

R sen ( a -j- b ) 

tang (a + b)==- — — -, 

cos ( a -f b ) 

nella quale la sostituzione dei valori di son ( a -f- b ) e- 
cos ( a + b ) darà 

R ( sen a cos b -f- sen b cos a ) 
tang ( a -+■ b ) = « 


Ora si à 


sen a — 


cos a cos b — sen a 
cos a tang a 
R 

cos b tang b 


ac re b = , 

R 
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Sostituendo questi valori e dividendo in seguito tutti i 
termini per cos a cos b , si avrà 

A* ( tang a + tang b ) 

tang ( a + b ) = 

R* — tang a tang b 

Questo è il valore della taDgente della somma di due ar- 
chi, espresso dalle tangenti di ciascuno di questi archi: 
si troverebbe nella stessa maniera per la tangente della 
loro differenza 

R* ( tang a — tang b 

tang ( a — b ) = 

R 1 + t<* n 9 a tang b 

Sia b = a y si avrà per la duplicazione degli archi la 
forinola 

2 R 1 tang a 

tang 2 a = — y 

lì* — tang ’ a 

d’ onde resulterebbe 

R‘ R* 1 f 

col 2 a = = — tang-j. —cot a tang a. 

tang S a Stanga 2 2 

Sia b — 2 a , si avrebbe per la loro triplicazione' 
la forinola 

R 1 ( tang a tang 2 a ) 
tang 3 a = $ 

R* — tang a tang 2 a 

* 

nella quale se si sostituisca il valore di tang 2 a , si avrà 
3 R* tang a — tang* a 


tang 3 a =- 


II* — 3 tang * a 


XXXII. Lo sviluppo delle formole trigonometriche y 
considerato in tutta la sua generalità, forma una branca 
importante dell’ analisi , sopra la quale può consultarsi 
l’eccellente opera di Eulero intitolata Introduzione all' a - 
valisi degl' Infiniti; o pure la sua traduzione fatta da M. 
JLabey. Noi crediamo intanto dover dimostrare ancora le 
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formole che servòno ad esprimere i seni ed i coseni in 
f unzioni dell’ arco-, formole, la cui conoscenza è supposta 
nella nota V, e che d’altronde sono necessarie ppr la co- 
struzione delle tavole. 

Primieramente, supponendo il raggio eguale ad 1 * 
ciò che non altera la generalità dei resuitamenti, si à la 
formula 

Cos * A 4“ seti * A = 1 , 

\ 

donde il primo membro può essere riguardato come il 
prodotto di due fattori immaginari 

cos A + V - i sen A 

e 

cos A — V — 1 sen À. 

Se si moltiplichino insieme due fattori simili 
cos A + V - 1 sen A, cos B 4* V — f ten B , 

11 prodotto sarà 

cos A cós B - sen A sen B-f^sen A cos B-|-sen B cos A) y— f * 

il quale si riduce per conseguenza alla forma 

cos ( A -j- B ) -j- V — f sen ( A 4" B ) , 

la quale è simile a fciascuno dei fattori. Si à dunque irt 
generale 

(eosA 4~ V*1 *euAXcosB4-V-lSfMB)=cò$(A4-B)4"V-i sen (^4‘ft)v 

ed è da osservarsi che la moltiplicazione di queste quan- 
tità si esegue aggiungendo solamente gli archi* ciò che 
è una proprietà analoga a quella dei logaritmi. 

Se ne conchiudera successivamente : 

(cosA4~V — 4se»AXcos A4*V — lsen A)=cos2A4-Y / — lsen2A 

(cosA4~V — fsenA)(cos‘2A4“ V — isen2 A)=cos3 A4~ V — lsen3 A 

(cos A4* Y ; -tscnA)(co«3A4-V — lsm3A)=cos4A4-V — l*en4A 

é m • eoe» • • • # • 6Gc. « • • • • eoe. • • « GCC. • r • 
11 primo prodotto è eguale a 

( cos A 4" V — * sch A )% 
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il secondo prodo! lo è eguale a 

( co s A + V — 1 se:i A )* 
e cosi di segnilo. Dunque in generale n essendo un nu- 
mero intero qualunque , si avrà 

( cos A -f V - 1 sen A )" = cos n A -f V — 1 sen n A. 

Donde n-sulla , cangiando il segno di V — 1 , 

( cos A— V- 1 srn A )" = cos n A- V— 1 sen n A, 
e da queste duo equazioni , che sono una conseguenza 
l’una deli’ altra , se; ne dedurranno i valori separati di 
sen n A e cos u A \ cioè : 

1 1 . 
coso A.— —(cos A+V- 1 se « A )" 4 — {cosA-y— IsenA)* , 

2 2 

scnnA= — (cosA-fV-UenA)» - — - (co* A— V-i*enA)*- 

oy-t *2y — i 

XXXIII. Se siviglio io esprimere le medesime quan- 
tità in serie , b. sognerà sviluppare colla forinola del bi- 
nomio 

( cos A f- v — 1 scn A )" 5 

cica che darà 

n . n.n — 1 

cos" A4 — cos " — 1 Asm \\ r — 1 — cos ° A seri A — 

i 1.2 


n.n — l.n— 2 , n.n— l.n- 2.n— 3 

. cos "-* A seti 5 A V — cos 0 - 

1.2.3 1 . 2 . 3 . 4 


13 questa quanlilà essendo il valore di cos n A4 - V ^ n A, 
si e"n i°!i' , rà separatamente la parto reale a cos u A, e 
la parte" immaginaria a V - 1 sen n A. Si avrà dunque 


n.n— 1 

cosnA=cos“ A — — — cos" -* 

1 .2 


sennA=ncos u -’AsenA 


n.n— l.n- 2.n-3 

\sen*A 4 cos" -' 4 Asen 4 A — ccc. 

1 . <2 . 5 . 4 . 

n.n — l.n —2 

cos" - 3 A se/l* A -fece. , 

1.2.3 


Ieoinohk Trigonom. 
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serie, la cui legge è facile a stabilirsi, e per mezzo delle 
quali si Iruvauo il seno cd il coseno di un arco multiplo 
di A, di una maniera molto più facile che per le opera- 
zioni indicate nell’ articolo XXIV. 

XXXIV. Poiché si à sen k = co$ k tang A , queste 
serie possono mettersi sotto la l'or mola 

n.n— -1 n.n— l.n — 2.n— 3 

cosvk— co» a A [ 4 - 1 - — - tang’ A-}- lana* A — ccc. 1 

1.2 1.2. 3. 4 

n n.n — l.n — 2 

*enn A =cos" A [— langk — . tang* A-fecc. 1. 

1 1.2.3 

x 

Sian = — , si avrà, sostituendo questo valore e conser- 
A 

vando intanto il fattore cos" A 

x.x—k lang'k x.x — k.x — *k.x— 3A lang*k 

cosx—cos 0 A[1 1 ecc. ] 

1.2 A’ 1.2.3. 4 A 4 

xtang A x.x — k.x — 2 A tang* A 

senx=cos" Af h ecc. ]. 

1 A 1.2.3 A 5 

In queste forinole si può prendere A a volontà; sup- 

tung A 

pongasi A piccolissima , allora sarà molto poco 

A 

differente dall’unità •, poiché la tangente di un arco pic- 
( eolissimo è quasi eguale all’ arco, lulanto , liuo a che 
l’ arco non è zero , si à 

long A 

tang A > A (I) ovvero — > I , 


ri*. ,. (i) Fig. 1, AT è maggiore di AM, poiché il trian- 

1 

golo ATC sta al settore ACM II AT Y — AC l AM X 

4 2 

— AC II AT l AM. 

% 
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si à nello stesso tempo A > sen A (1) ; . 

tang A tang A t an g A 1 

dunque < , ovvero < 

A sen A A cosa 

long A 

Da ciò si vede che il rapporto- è sempre com- 

A 

1 

preso fra i limiti t e . Sia A = 0 , si avrà cos 

cos A 


tang A 

A=1 i dunque poiché è 

A 


1 

compreso tra t ed 

cos A* 


tang A 

bisognerà che si abbia esattamente = 1, 


A 

Dunque facendo A = 0 , si avrà 

x % x 4 X 8 % 

cos X = cos « A [1 1 - -f ecc. 1 

1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 


ìc s a ? 5 

sen x = cos“ A [ 1 . _ e cc. 1 

1.2.3 1.2.3. 4.5 

Resta ora a vedere ciò che diviene cos 0 A, allorché 
A diminuisce di più in più , lìuo a che diviene zero. 
Ora si à 


1 

= sec‘ A = 1 -f- tang* A j 

cos* A 

dunque cos A = ( 1 4 . tang » A ) ; 

2 


0) /• AWe maggiore di MP , poiché F arco ri*. .. 

A*- 1 A ^ maggiore della sua corda MN. 
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dunque 


n n.n-j-2 

coj" Arrfl-j-tanj’À j =1 tang'A-] tang ' A— eec. 

2 2 2.4 

x 

Sosliluendo in vece di n il suo valore — , si avrà 

A 

x tati g' A x.x-^-'ÌA tang^A 

cos" A=1 A. 1 A*. ecc. 

2 A* 2.4 A 4 

; ' t 

Se ora immaginiamo che A diminuendo sempre più, 
x restando lo stesso, il valore di cos n A si approssimerà 
maggiormente all’ unità : lilialmente, se si fa A ;= 0 e 

tang A 

= 1 , si avrà esattamente cos a A = 1. Dunque 

A 

si anno le formole 

x 1 a; 4 x s 

ccs x — 1 1 }- ecc. 

* 1.2 1.2.34 1.2.5.4.5.G 

x 3 x 5 

sen x — 1 1 ecc. 

1.2.5 1 .2.3 4.5 

per le quali formole si possono calcolare il seno ed il co- 
seno di un arco , la cui lunghezza è data in parli del 
raggio preso per unità. 

XXXV’. Questi medesimi valori possono essere espres- 
si io una maniera succiala per lo mezzo degli esponen- 
ziali. Per questo bisogna ricordarsi che e essendo il nu- 
mero , il cui logaritmo iperbolico è 1 , si à 

z s s 2 z 3 z 4 

e = 1 -j 1 1 1 1- ecc. 

1 1.2 1.2.5 1.2. 3. 4 

Se, in questa forinola, si fa z = \ — 1, ne resulterà 
e x\ — 1 x^ — 1 x 2 x 5 \/ — 1 ;z 4 x *\/ — 1 

l "^1.2 1.2.3 .2 3.4~^1 .2.3.4.5 

Si avrebbe similmente cangiando il segno di y* — 1 

. / 
/ -• 

t ' 
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,*v-i W - 1 ** H-i t * 5 V-* 

» , _ -4- 1 ecc. 

1 1.2 ' 1.2.3 12 5.4 1.23.4.5 

Da ciò ricavasi 


x \' — 1 — x ' J—l 

e -H . * L * 4 

' =1— j- — ero. 

^ 1.2 1 . 2 . 3. 4 

W-» *3 x s 

e — ^ |- — ver. 

ay — 1 v 1 . 2.3 1 . 2 . 5 . 4.5 


Serie delle quali i secondi membri sono i valori trovali 
per cos x e sen x. Dunque si à 

x\j — i — *y — i 

x e -\-e 
2 


#y_i —x\j—\ 

x — e 

sen — , 

ay-i 

donde ricavasi 

x\J~ 1 x— y— 1 

c — e , «n ar 

r=z<\ — 1 =V-1 lanflf 

a-y — 1 — x\J— 1 cos re 

e 

forinola elle è servita nello sviluppo della nota quarta. 
Le medesime forinole danno 

or \ / 1 . 

e — cos x-{-\ — i sen x 

— re y — 1 

e — cos x — y — 1 sen x ; 

dunque , dividendo 1’ una per 1’ altra , si avrà 

2*y — 1 cosrr-}-y — 1 sen x 1— V — i *<*”3 * 

e = — — = i 

"-V cosx — \—isenx 4— V— ilangx 


•n *. 
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ovvero , prendendo i logaritmi di ciascun membro , 

i. v- < -^p+y -tMg* ; 

( \ _y_i tang x > 

Ma sappiamo die 

(1+z 2 2 

log ; >=. 2z-\ z l -\ — z 5 -f- ecc. j 

\l — z* 3 3 

mettendo dunque y 1 — lang x in luogo di z e dividen- 
do da una parte e dall’ altra per 2 y — 1 , si avrà 

111 

x=lang x tang 5 x -j tang s x tang 1 x -{-ecc. 

3 5 7 

Forinola semplicissima che serve a calcolare 1’ arco 
per mezzo della sua tangente, allorché questa è più pic- 
cola dell’ unii à. 

XXXIV. Per applicare le formolo precedenti alla de- 
terminazione del seno e coseno di un arco dalo in gradi 
e parli di grado, bisogna aver la lunghezza di quest’ar- 
co espressa in parti del raggio, ovvero, ciò che torna lo 
stesso, bisogna avere il rapporto di quest’ureo al raggio. 
Ora, il raggio essendo t, la semicirconferenza o l’arco 
di 200" = 3 , 14159 26333 897932. 

m 

Sia questo numero = *, la lunghezza dell’arco — . 

ft 

m r 

100° sarà—. — -, dunque se si fa nelle forinola preeeden- 
n 2 

m k 

ti x = — . — , che in seguito si ponga il valore di «, e 
n 2 

si calcolino i coefficienti sino a sedici decimali, si avran- 
no le forinole seguenti: 
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(m j 

sen ] — . 100°' ss 

cos 100° f ss 

in S 

b ) 

m 


1.57079 63207 948966 — 

1.00000 00000 00000 

n 


m s 

Vt ‘ | 

—0.64596 40975 062463 — 

— 1.23370 0 5501 361698 — ! 

n 3 

• n* 

m 5 

Wl 4 

+0.07969 26262 461670 — 1 

+0.25366 95079 010480 — 


n 4 

m 7 ; 

tn 6 

—0.00468 17541 353187 - 

— 0 02086 34807 633530 — | 

n 7 

n 6 

m 9 

tn” 

+0.00016 04411 847874 — 

+0.00091 92602 748394 — 

I 

n 9 

m" 

m'° 

■ —0.00000 35988 432352 — 

0.00002 52020 423731 — 

1 *" 

n 1 * 

tn‘ s 

m" 

+0.00000 00569 217292 — 

+ 0.00000 04710 874779 — 

n' 3 

»** 

m‘ s 

m' 4 

[—0.00000 00000 688035 - 

- 0.000U0 00063 866031 — * 

»' 5 

n' 4 

1 tn' 7 

m' 6 . 

1+0.00000 00000 000069 - 

+0.00Q08 00000 656596 — 

1 * n‘ 7 

n ,s 

1 

tn' 9 

m ,s 

[—0.00000 00000 000438 — 

—0.00000 00000 005294 — 

n' 9 

n‘« 

tu** 


F+0. 00000 00000 000003 — 

+0.00000 00000 000034 — 

jj n*’ 

n*'l 

1 
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1 seni ed i coseni degli archi' da zero fino a 50° , 
comprendono i seni ed i coseni degli ardii da 50 fino 
a 100°, perchè abbiamo 

sen ( 50® + x ) = cos ( 50° - z) 

e . 

cos ( 50* -J- z ) r= sen ( 50“ — z ). 

Dunque nelle forinole, le quali danno il valore di sen 

m m mi 

— I00°ecos— 100’, si potrà supporre sempre — < — ,di 
n n n 2 

maniera che le serie saranno talmente convergenti , che 
non sarà giammai necessario calcolare che un piccolo nu- 
mero di termini, soprattutto se non vi è bisogno di met- 
tere molti decimali. 

m 12 5 4 5 

Se si fa successivamente — =— , — , si tro- 

« 10 10 10 10 IO 

veranoo i seguenti resultamenli : 

sen 10° = cos 00“ = 0, 15613 44050 40231 

sen 20° = cos 80° = 0, 30901 69943 74917 

sen 30° — cos 70° = 0, 45399 0 .997 395 17 

sen 40° = cos 60° = 0, 58778 52522 92473 

sen 50” = cos 50° = 0, 70710 67611 86348 

sen 60° = cos 40’ = 0, 80901 69913 74947 

sen 70° = cos 30" = e, 99100 65241 88568 

sen 80° = cos 20° = 0, 95105 65162 85134 

sen 90° = cos 10° = 0, 98768 83400 95138 

sen 100*= cos 0° = 1, 00000 00000 00000 

i quali si accordano con le Turinole algebriche del u° 22. 

m 1 

Si troverà similmente, facendo — = —, il medesimo va- 

n 100 

lore di sen 1° che si è trovalo nel n.° 26; e la grande 
Indila con la quale si perviene a questi icmllauienti, è 
uua prova deli’ eccellenza del metodo. 
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Della costruzione delle tavole dei seni. 

XXXVH. Quel doli! al quali va dovula la prima co- 
struzione delle tavole dei seni anno fondati i loro calcoli 
sopra metodi ingegnosi, ma la cui applicazione era peno- 
sissima. L’ analisi poi à fornito metodi molto facili ppc . 
giungere a tale resultamento; ma i calcoli essendo già fatti, 
questi melodi sarebbero rimasti senza applicazione, se lo 
stabilimento del sistema metrico non avesse data l’occa- 
sione di calcolar nuove tavole conformemente alla divi- 
sione decimale del cerchio. 

Per dare un’ idea de’ metodi che possono seguirsi 
nella costruzione delle tavole, suppoaghiamo che si tratti 
di calcolare i seni di lutti £li archi di minuto in minu- 
to , da ì fino 10000 minuti o 100 gradi ; si farà il 
raggio ^ t, Parco di un minuto = o, e primieramente 
bisognerà trovare il seno ed il coseno dell’ arco a, con 
una grande approssimazione. 

Il raggio essendo 1, si sa che la semicirconferenza 
o l’arco di°200* = 3, 14159 26535 897932 ; dividendo 
questo numero per 20000 , si à 1’ arco di 1' o « = 0, 

00015 70796 32679 48966 , valore esatto fino alla ven- 
tesima cifra decimale. Quando un arco è piccolissimo, il 
suo seno è seniibilmentc eguale all’ arco* così si à presso 
a poco 

sen a = 0, 00013 70796 32679 48966. ] 

Ma questo valore è di già in errore alla tredicesima 
cifra decimale, la quale non è che la decima cifra signi- 
ficativa. Per averne uno più esalto, il mezzo più sempli- 
ce è di servirsi delle formolo dell’ articolo XXXVI, nelle 

quali, se si fa ^ , si avrà immediatamente , 

per i due o tre primi termini di ciascuna serie 

sen a = 0 , 00015 70796 52033 525563 

cos a = 0 , 99999 99876 62994 52100 5253 

valori esatti fino alla ventesima cifra decimale per il seno, 
e fino alla ventiquattresima per il coseno. 

XXXVIII. Conoscendo il seno cd il coseno dell’arco 

LnofcTiUHE Trigon. , 7 


Digìtized by Googte 



rio 

di un mimilo indicalo da a, por dedurne sncccssivamen- 
te i seni di tulli gli ardii moltiplica di a, si farà nelle 
formolo dell’articolo XXY1II, p ■=. x a, q — x — a. 
La prima e la terza daranno per questa sostituzione , e 
facendo sempre il = 1 , 

scn ( x -j- a ) = 2 cos a sen x — seti ( x — a ) 
cos ( x -f* a ) = 2 Cos a cos x — cos ( x — a ). 


Egli rcsulla da queste formole, che se si à una serie 
di archi in progressione ai Urne tira, la cui differenza sia 
a, i loro seni formeranno una scric ricorrente, la cui scala 
di relazione è 2 cos a — ì , vale a dire , che duo seni 
consecutivi A e II essendo calcolali, si troverà il seguen- 
te (1 , moltiplicando il por 2 cos a, A per — 4, ed ag- 
giungendo i due prodotti , ciò che darà C = 2 B cos a 
— A. 1 coseni dei medesimi ardii formeranno egualmente 
una serie ricorrente la cui scala di relazione e 2 co» a 
— 1 •, si avrà dunque successivamente : 


scn 0 =0 
sen a = sen a 
scn2 a= 2 cos a scn a 
sen 5 a =. 2 cos a sen2a —scn a 
sen 4 o=2 cos a scn 3 a — sen2a 
scn 3 a=2 cos « scnia —senoa 


cos 0=4 

cos a=cos a 

cos'la — 2 cos a cos a— t 

cos5a=2cos a cos 2 a —cos a 

cos4a=2co» a cosòa —cos2a 

cosoaxz2cos a cos 4 a —cotòa 


ecc. 


eco. 


XXXIX. Ora non si tratta che eseguire le operazio- 
ni indicato, sostituendo i valori di sen a e cos a. So si 
vogliono costruire le tavole dei seni con dieci decimali, 
basterà prendere i valori di scn a e cos a approssimati 
tino a sedici cifre decimali , cioè : 

sen a = 0 000 ì 3 70796 320333 

cos a = 0 99999 99870 629943 ; 

ma siccome cos a differisce pochissimo dall’ unità, vi è 
un mezzo di abbreviazione del quale bisogna prolittarue. 
Sia 


Digitized by Googlc 



51 

it = 2 ( I cos a ) = o , 00::00 032 i6 740110 , 
si avrà 2 cos a — 2 k , ciò che tiara , 
scn ( x -4- a ) — seti x = sen x - sen ( a? - a ) — k sen x 
cos ( x 4- a ) — cos x — cos x — cos ( x— a ) — k cos x. 

Per avere il termine tcn ( x -f- a ) basta aggiun- 
gere al termine precedente scn x la differenza scn (ar-fa - ) 
— sen jf, la quale sarà sempre piccolissima ; ora questa 
differenza è , secondo la forinola , eguale ad una diffe- 
renza simile di già calcolala sen x — sett( x — a), me- 
no il prodotto di sen x pel numero costante k. Questa 
moltiplicazione è dunque la sola operazione un poco lun- 
ga che debbe farsi per dedurre un seno dai due pro- 
cedenti \ ma bisogna osservare 1.* che non si à bisogno 
di conoscere il prodotto se non che lino alla sedicesima 
cifra decimale, ciò che darà pochissime cifre a calcolare: 
2.° che queste moltiplicazioni possono molto essere ab- 
breviate formando prima i prodotti del numero costante 
240740110 per 1,2,5 tino a 9: poiché , con questo 
nirazo si avranno immediatamente i prodotti parziali clic 
resultano d^le dille reati cifre del molliplic dorè sen x , 
e non resterà altro che fare I’ addizione di questi pro- 
dotti , limitandosi sempre alla sedicesima decimale. 

Gli stessi procedimenti debbono seguirsi nel calcolo 
dei coseni , ed allorché si sarà prolungata 1’ una c l’al- 
tra serie lino a 50° , la tavola sarà completa. 

XL. Egli è necessario , lo ridiciamo , di calcolare i 
seni eoa sedici decimali , cioè a dire con cinque o sei 
deci nuli di più di quelli cbo non si vogliono realmente, 
a line d’ npdac sicuri che gli errori , i quali possono 
moltiplicarsi nel corso dì 5000 operazioni, non influisca- 
no punto sopra la decima decimale degli ultimi resulta- 
meuti. Eseguilo il calcolo, si toglieranno le decimali su- 
perflue, e non su qe conserveranno nella tavola che dieci 
decimati. 

D I rimanente, quando trattasi di eseguir tanti calcoli, 
si deve aver In cprc) di verificarne i resultnmeiiti il più 
spesso che sia possibile. JXell’esempio che si è rapportato 
di una tavola calcolata dj minuto in minuto, egli sarebbe 
necessario di calcolare anieced 'ntepiente i seni ed i coseni 
di grado in grado , ciò che farà da 100 termini in ioti 
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termini, una verificazione utilissima. Ora, per calcolare 
i seni di grado in grado, si ànno le formolo ed i valori 
che seguono : 

sen [ x + 1° J — *en x — sen x — ten [ x — 1' J — h sen x 
cos [ x + 1° ] — cos x = eos x — eos [ x — 1 * J — h cos x 
sen 1° = 0, 01570 73173 11820 676 
eos 1° = 0 , 99987 66324 81660 590 
h = 2 ( 1 — cos 1°) = 0, 00024 67350 36678 802. 

I seni calcolati di grado in grado si verificheranno 
essi stessi da dieci in dieci per i valori di già conosciuti 
di scn 10" , sen 20° , ecc. Finalmente allora quando la 
tavola intera è costrutta , si può ancora verificarla in 
quante maniero sì vuole mercè 1* equazione 
scn 

[ 1 00 °— x J -|-sen[20 9 — a?]-}-sen[20*-{-a:]=sen[60°— a?]-^-sen[60°-^-* 

XI J. I seni, tali quali resultano dai calcoli che so- 
nosì indicati, sono espressi in parti del raggio, o si chia- 
mano seni naturali : ma si è riconosciuto nella pratica 
che vi è molto vantaggio a servirsi dei logaritmi dei 
seni, invece dei seni medesimi : in conseguenza la più 
parte delle tavole non contengono i seni naturali , ma 
solamente i loro logaritmi. Si concepisce che » seni es- 
sendo calcolati, egli è facile di trovarne i logaritmi ; ma 
come la supposizione del raggio eguale ad t renderebbe 
negativi tutti i logaritmi dei seni, si è preferito di pren- 
dere il raggio =10000000000. cioè a dire, che si son mol- 
tiplicali per 10000000000 lutti i seni trovati nella supposi- 
zione del raggio = 1. Con questo mezzo il raggio o seno 
di 100°, che s’incontra frequentemente nei calcoli à per 
logaritmo 10 unità, e bisognerebbe che gli angoli fossero 
mollo più piccoli di quello che non s’ incontrano nella pra- 
tica, perchè i loro seni avessero logaritmi negativi. 

i logaritmi dei seni essendosi trovali, si deducono fa- 
cilissimamente i logaritmi delle tangenti eoa semplici sol- 

l\ seti oc 

trazioni-, infatti, poiché si à tana x — , nc seguo 

cos x • 

log. tang. x = 10 -f- log. sen x — log cos x. 
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Quanto ai logaritmi delle secanti, questi si troveranno 
in una maniera più semplice per mezzo dell’ equazione 

R* 

SCCm X ■ | 

COS X 

E perchè si può supplire a ciò facilmente, che nelle 
tavole non si sono inseriti che i logaritmi dei seni e 
quelli delle tangenti. 

Resterebbe a spiegare le specie d’ interpolazione , 
cui è d’ uopo servirsi per trovare i logaritmi dei seni e 
tangenti degli archi che contengono frazioni di minuto, 
sia per trovare 1’ arco che corrisponde ad un logaritmo 
dato di seno o tangente, allorché questo logaritmo cado 
tra due logaritmi delle tavole. Ma per queste particola- 
rità non si può far meglio che consultare la spiegazione, 
dalla quale sono le tavole sempre accompagnate. 

FBINCIP! DELLA BIS0LC7.10NE DEI TBIAKGOLI RETTILINEI. 

XLU. In qualunque triangolo rettangolo , il raggio 
sta al seno di uno degli angoli acuti , come l' ipotenusa 
sta al lato opposto a quest' angolo. 

Sia ABC ( fjg. 3) il triangolo proposto rettangolo in *'*• *• 
A ; dal punto C, come centro, e col raggio CD, eguale 
al raggio delle tavole descrivasi l’arco DE, il quale sarà 
la misura dell’ angolo C ; abbassisi sopra CD la perpen- 
dicolare EF che sarà il seno dell’ angolo C. I triangoli 
CBA, CEF solo simili e danno la proporzione CE ! EF :: 

CD : BA ; dunque 

R : sm c :: bc : ba. 

XL1II. In qualunque triangolo rettangolo , il raggio 
sta alla tangente di uno degli angoli acuti , come il lato 
adiacente a quest' angolo sta al lato opposto. 

Avendo descritto l’arco DE, come nell’articolo pre- 
cedente, elevisi sopra (Dia perpendicolare DC, che saia 
la tangente dell’ angolo C. Ber i triangoli simili CIO, 

CAB, si avrà la proporzione CD *. BG : : CA : AB; dunque 

R : tang C :: CA ; AB. 

XL1V. In un triangolo rettilineo qualunque « sciti 
degli angoli stanno come i lati opposti. 


Digitized by Google 



4 - 


Sia ABC ( fi'j. /) il triangolo proposto, AD la per- 
pendicolare abbassala dal vortice A sopra il lato opposto 
BC possono succedere due casi : 

t.° So la perpciulicolaiv rade dentro il triangolo ABC, 
i triangoli rettangoli ABD, ACD daranno, secondo 1* ar- 
ticolo XLIt , 

B : sen B “ AB : \D 
B : sen C ” AC. ; AD. 

In queste due proporzioni, gli estremi essendo eguali, 
si potrà con i medi stabilire la proporzione 

seti C ; seti B II AB ; AC. 

3> So la perpendicolare cade lucri il triangolo ABC ( ftg.If), 
i triangoli rettangoli ABD, ACD darauno ancora le pro- 
porzioni 

R : *e« ABD :: AB : AD 

u : sen c :: ac : ad., 

donde ricavasi 

sen C. : seti ABD 1 1 AB * -%C. 

Ma l’angolo ABD è supplemento di ABC, o B •, dun- 
que sen ABD = sen B \ dunque si à ancora 

sen C : sen B :: AB ; AC. 

XI.V. In qualunque triangolo rettilineo il coseno di 
un angolo sta al raggio , come la somma dei quadrati 
dei lati che comprendono q&sV angolo meno il quadrata 
del terzo lato , sta al doppio rettangolo dui due primi 
lati ; cioè a dire che si à 

cos b : r a"b 3 -j- bc - ac : iìab x bc-, 

ossia _» « » 

AB 4- BC — AC 

cos B = K X • 

2 AB X BC 

Abbassisi la perpendicolare AD dal vortice A sul 
lato BC : 

1.” Se questa perpendicolare cade al di dentro del tri- 
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angolo ( fig- 4 ) , si avrà ( Prop. 42 , lib. 3 ) FIg 4 . 


dunque 


AG = AB + BC — 21X1 X CD ; 


BD = 


AB + BC — AC 


Ma nel triangolo rettangolo ABD , si à 
R : sen BAD :: AB : BD ; 

Inoltre 1’ angolo BAD essendo complemento di B si à ~ 

R X BD 

sen BAD = cos B ; dunque cos B = 

AB 

o , sostituendo il valore di BD , 

AB’ + BC* - AC* '■ - 

cos B =. R X •• 

2AB X DC 

2.* Se la perpendicolare cade al di fuori del trian- 
golo ( fig. 5 ) si avrà ( Prop. 43 , Kb. 3 ) F!g s 

AC* = AB* -f BC* + 2BC -f BD -, 

dunque 


BD = 


AC * - AB _ BC* 


Ma nel triangolo rettangolo BAD, si à sempre sen BAR, 
R X BD 

o cos ABD = , e l’angoTo ABD, essendo snpplc- 

AB 

mento di ABC o B , si à (XI) 

R X BD 

cos B = — cos ABD = ~ — ; 


dunque sostituendo il valore dj BD , si avrà ancora 
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XLVI. Sieno A , B , C » tre angoli di un triangolo 
qualunque •, a, b, c, i lati che sono a loro rispettivamente 
opposti ; si avrà , seguendo quest’ ultima proposizione 

a*-{-c* — b % 

cos B = R. 

2 ac 

11 medesimo principio essendo applicalo a ciascuno 
degli altri due angoli , darà similmente 



b'+e’-ia* 

cos A = R» 

i 

coj C = R. 

2 bc 

a’-fò*— c* 


Queste tre formolo bastano esse sole per risolvere 
tutti i problemi della trigonometria rettilinea ; poiché , 
essendo date tre delle sei quantità A , B , C , a, 6, c, 
si anno per queste formole le equazioni necessarie per 
determinare le altre tre. Bisogna conseguentemente che 
i principi già esposti, e quelli che si potrebbero aggiun- 
gere , non sieno se non una conseguenza di queste tre 
formolo fondamentali. 

In falli il valore di cos B dà 

4 a* c‘~(a* + c*-6‘) 
*cn v B = R* — cos * B = R*. — - 


R* 

( 2 a 1 6* + 2 a* c* 6* c’ — — t 4 - c 4 ) -, 

4o‘c* 

dunque , 


R y ( 2 a* ò 1 + o* c % -\- 2 6* c*— a 4 - fr 4 — c 4 ). 
b 2 abe 

4 - 11 secondo membro essendo una funzione di a, 6,c, 
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nella quale queste tre lettere entrano tutte egualmente, 
è chiaro die si può far la permutazione di due di que- 
ste lettere a piacimento , e ciò facendo si avrà 

seri B sen A sen C 

b a c 

ciò eh’ è il principio del numero XUV. E dal medesimo 
si dedurrebbero facilmente i principi dei numeri XLIl 
e XLIII. 

XLV1I. In qualunque triangolo rettilineo la somma 
di due lati sta mila loro differenza , come la tangente 
della semisomma degli angoli opposti a questi lati sta 
alla tangente della semidifferenza di questi medesimi angoli. 

Intatti dalla proporzione ( fig. 4 e S) n f .j,es 

AB : AC : : sen C : sen B 


si ricava 

AC + AB : AC — AB :: sen B 4- C : sen B ■— sen C. 
Ma dalle formole dell’ articolo XXIX si à 


B+C B-C 

sen B + sen C : sen B — sen C :: tang — : tang ; 


f 


« 

1 


dunque 

B + C B— C 

AC + AB : AC — AB tang : tang * 

2 2 

ciò che forma il principio enuncialo. 

Con questo pìccolo numero di principi , si possono 1 
risolvere tulli i casi della trigonometria rettilinea. 


RISOLUZIONE DEI TRIANGOLI RETTILINEI. 


1 T angolo retto di un triangolo retfan- 
: gli altri due angoli-, sia a 1* ipote- 



XLVin. Sia A r 

golo proposto ; B e C n .. 

nusa, b il lato opposto all’ angolo B, e c il lato opposto 
all’augolo C. Bisognerà rammentarsi che i due angoli BeO 
sono complementi l’uno dell’altro, e che perciò , secondo 
i differenti casi, si può prendere sen C = cos B, sen B=s 
Legbndbb Trigonom. ® 
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roj C, e similmente lang B=cof C, lang C—cot B. Ciò po- 
sto, i differenti problemi che possono aversi a risolvere 
sopra i triangoli rettangoli si ridurranno sempre ai quat- 
tro casi seguenti. 


PRIMO CASO. 

XLIX. Essendo dati l'ipotenusa a ed un lato b, tro- 
vare il terzo lato ed i due angoli acuti » 

Per determinare l’angolo B, si à la proporzione (XLIl) 
a l b R ; sen B. 

Conoscendo 1’ angolo B , si conoscerà nello stesso 
ternpo il suo complemento i00° — B = C$ si potrebbe 
(incora avere C direttamente con la proporzione 

a : 6 :: cos c. 

Quanto al terzo lato c, si può trovare in due ma» 
riero. Dopo aver trovato l’angolo B, si può fare la prò» . 
porzione (XL1II) 

r : coi b :: 6 : e , 

la quale darà il valore di c; ovvero si può prendere di- 
rettamente il valore di c dall’equazione c* = a* — à 1 che 
dà c= y ( a 1 — 6’ ) , e per conseguenza 

ì i 

log c = — log ( a -f b ) -j log (a — 6 ). 

2 2 

SECONDO CASO. 

- • . <t 

L. Essendo dati i due lati b e c dell' angolo retto ) 
trovare l' ipotenusa a e gli angoli. 

Si avrà I’ angolo B per la proporzione ( XLIU ) 

c : 6 :: R : tang B. 

In seguito si avrà C = 100* — B. Si troverà ancora 
C diret tornente per la proporzione 
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* b 

Conoscendo 1’ angolo B , si troverà l’ ipotenusa per 
la proporzione 

sen B : R b \ a-, 

ovvero si può avere a direttamente per 1’ equazione ' 

o = V ( é 1 + c 1 ) -, 

pia questa espressione , nella quale b * -+• c* non si può 
scomporre in fattori , non è comoda pe| calcolo logli-* 
punico, 

TERZO CASO. 

14 • Essendo dati f ipotenusa a ed un angolo R, Iro- 
vare i due altri lati h e c. 

Si faranno le proporzioni 

R : sen B a * b. 

R ; cos b ri a ; c , 

le quali daranno i valori di ò e e ; quanto all’angolo C, 
è eguale al complemento di IL 

QUARTO CASO. 

LII. Essendo dato un lato b dell' angolo retto , con. 
uno degli angoli acuti, trovare l’ipolenusa e l'altro lato. 

Conoscendo uno. degli angoli acuti, si conoscerà l’al- 
tro ; cosi può. supporsi conosciuto il lato 6 e l’angolo, 
qpposto B, In seguito per determinale a e c., si avran- 
no le proporzioni 

sen b : r b : a, 

R : col B. 6 l e. 

RISOLUZIONE DEI TRIANGOLI RETTILINEI IH GENERALE. 

4 

Sieno A, B, C i tre angoli di un triangolo rettilineo, 
proposto, e sieno a, b, c, i lati che gli sono rispettiva- 
mente opposti : i differenti problemi che possono aver luogo , 



por determinare tre di queste quantità per mezzo delle 
altre tre, si ridurranno sempre ai quattro casi seguititi. 

PRIMO C490. 

LUI. Essendo dati il lato a e due degli angoli del 
triangolo , trovare gli altri due lati b « c< 

I due angoli conosciuti faranno conoscere il terzoj 
in seguito si troveranno i due lati bar. cou le proporr 
zi otti ( XLiV ) , 

sen A : «e» B :: o : & 
sen A l sen C y. a l c. 

SECONDO CASO. 

LIV. Èssendo dati i due lati a « b , con V angolo 
A opposto ad uno di questi lati , trovare tl terzo lato c 
ed i due altri angoli B e C. 

Si troverà subito 1’ angolo B per la proporzione 
a I b :: sen A : sen 8. 

b sen A 

Sia M l'angolo acuto, il cui seno sia , si por- 

ci 

Irà dal valore di sen fi prendere o B — M o fi ~ 200 — ■ 
W. Ma queste due soluzioni non avranno luogo se non 
quando si avrà nelì’istesso tempo l’angolo A acuto e b ^>ct. 
Se V angolo A è ottuso , fi non potrebbe esserlo -, così 
non si avrà che una soluzione: e se A essendo acuto sì 
à M < A , e facendo B = 200" — M, si avrebbe A+B > 
200°, ciò che non può aver luogo. 

Conoscendo gli angoli A e B, si troverà il terzo G. 
In seguito si avrà il terzo lato c per la proporzione 
sen a : sen c :: a : c. 

Si può ancora dedurre direttamente c dall’equazione 
co» A 6' + c* — a 1 
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6* sen a A 


R* 

Ma questo valore non può calcolarsi con i logaritmi 
che per mezzo di un angolo ausiliario MoB. ciò che 
si contiene nella soluzione precedente. 

TERZO CASO. 


b coi a 4- i- 

*= — v r «• 

R — - *~ 



LV. Essendo dati due lati a e b con t angolo com- 

S eto C , trovare i due altri angoli A e B ed il terzo 
to c. 

Conoscendo l’angolo C, si conoscerà la somma degli 
altu due angoli A + B = 200* - C, e la loro semisomma 

* 1 

— ( A + B ) = 100° C. 

2 2 


In seguilo bisogna calcolare la semidifferenza di que- 
sti medesimi angoli con la proporzione ( XLVII ) 

1 11 

a-f-6 la—b ; : tang — (A+B) o col- C : tang- ( A - B) 
z 2 2 

ove si suppone a > b e per conseguenza A > B. 

Avendo trovato la semidifferenza -1 ( A — B ) se si 

2 

1 

aggiunge alla semisomma — • ( A -f- B ), si avrà l’angolo 


maggiore A; se poi al contrario si sottrae la semidiffe- 
renza dalla semisomma, si avrà l’angolo minore B Infatti 
A e B essendo due quantità qualunque, si avrà sempre 

1 1 

a T (a + b ) + “( a - b ) 

55 2 



B 


1 1 

- (A + B ) - - ( A + B ). 
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Gl» angoli A e B essendo cogniti, per avere il terrò 
lato c , si farà la proporzione 

sen A ; sen G a : c. 

LVF. Avviene sovente nei calcoli trigonometrici che 
due lati a e b sono conosciuti per mezzo dei loro loga- 
ritmi ; allora, per non essere costretto di cercare i due 
numeri corrispondenti, si cercherà solamente 1’ angolo «p, 
per la proporzione 

b : a :: R ; lang 

L’ angolo «p sarà maggiore di 50°, poiché si suppone 
« > b ; togliendo dunque 5Q” da «p, si farà la preporr 
sione 

1 1 

R J tang ( ? — 50* ) col — C ; tang — ( A-*R ) » 

9 2 

1 

donde si determinerà, come sopra, il valore di — (A— R), 

2 

. 1 

ed in seguito i valori dei due angoli A e R, 

Questa soluzione è fondata sopra ciò che segue 5 

R* tang <à — R* tana 50’ 

lang ( f — » 50 ) == ^ 

R* + tang f tang 50“ 

a R 

ora tang f = , e tang 50” — R ; dunque 


R ( a — b ) 

tang ( <p — 50” ) = j 

a + c 

dunque 

4 4 

a+b’.a— by.Rltang (? - Ò0°)::cot — C ;tang — ( A— R>, 

2 2 

. In quanto al terzo lato c , si può trovare diretta-. 
coi C a* -f* 6* c* 

mente per 1- equazione = la quale din, 

R‘ 2 ab ^ 


' 
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Ma questo valore non sì sottopone facilmente al cal* 
colo logaritmico, a meno che i numeri che rappresenta- 
no a , b , e coi C , non sieno semplicissimi. 

Egli è da osservarsi che il valore di c può mettersi 
sotto queste due forinole : 

1 4 4 

«m*— C sei»*— C co**— C 

V [ («-&)*+*<*&- — — ] = V £(«+&)* — ] 

h 6 it* 

ciò che si verifica facilmente per le forinole 

4 4 1 

een* — G = — II’ R cos C , 

2 2 2 

1 I 1 

cos* — C = — R* -f- — U eos C. 

2 2 . 2 

* • 

Questi valori saranno particolarmente utili allorché 
l' angolo C essendo piccolissimo, come pure a— 6, si vor- 
rà calcolare c con molta precisione. L’ultimo fa vedere che 
c sarebbe l’ipotenusa di un triangolo rettangolo formalo 

4 1 

sen*— C cos-G 

2 2 

sopra i lati ( a -f- b ) ed ( a—b ) \ e ciò 

R R 

trovasi ancora con utia costruzione semplicissima. 

Sia CAB ( fig. 6 ) il triangolo proposto nel quale FIgt 
si conoscono i due lati CB = a ì CA = b e 1’ angolo 
compreso C. 

Dal punto C come centro e col raggio CB eguale al 
maggiore dei due Iati dati, descrivasi una circonferenza 
che incontri in D ed E it lato CA prolungalo ; congiun- 
gansi BD , BE *, e tirisi AF perpendicolare sopra BD. 

L’ angolo 1)BE iscritto nella semicirconferenza sarà 
un angolo retto -, e perciò le linee AF , BE saranno pa- 
rallele , e si avrà la proporzione 
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bf : ae :: df : ad :: cos d : r. 

Si avrà ancora nei triangolo rettangolo DAF 
AF : DA :: sen D : R 
Sostituendo adunque i valori 

DA = DC + CA t= a + 6 , 

AE = CE — CA = a — b , 

1 

D = -C, 

2 

si avrà 

\ \ 

(a+6) sen — C ( a—b ) cos - C 

2 2 

AF , BF = 

R R 

Dunque m effetti il terzo lato AB del triangolo propo- 
sto è l’ipotenusa del triangolo rettangolo ABF, del quale 


1 ' 1 

sen — C cos — C 

2 2 

1 lati sono (a + à) - , ed ( o — b ) — . 

R ft 

Se in questo medesimo triangolo si cerca P angolo 
ABF opposto al lato AF ; e che si tolga l’angolo CBD= 

1 

— C, si avrà l’angolo B del triangolo ABC. Donde si vede 
2 


che la risoluzione del triangolo ABC, nel quale si cono- 
scono i due lati a e 6 e l’angolo compreso C, si riduce 
immediatamente a quella del triangolo rettangolo ABF, 
nel quale si conoscono i due lati e l’angolo rello, cioè 

1 1 

sen — C cos — C 

2 2 

AF = ( a + b ) , c BF = ( a — b ) 

R R 

Per questa costruzione adunque può farsi a meno 
delle proposioni del numero 47, 
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QUARTO CASO. 

LYII. Essendo dati i tre lati a, b, c, trovan i tre 
angoli A, B, C. 

L’ angolo A, opposto al Iato a, si trova per la formola 

6* — J- c* — a* 

cos A — R . , 

2 6 o 

fi si determineranno similmente i due altri angoli. Ma 
si può risolvere questo medesimo caso con una lormola 
più comoda pel calcolo logaritmico. 

Se si osservi la formola 

1 

R* — R cos A = 2 sen* — A , 

2 


c che vi si costituisca il valore di cos A , si avrà 

t a* — 6' — c’4-26c a*— (6— c)* (a+6— e)(a- 6+c) 

2srn*— A=R\ =R\ _ =R\ — 

2 26c 26c 26c 


Dunque 


t 

s n — 
2 



f«+6— c] [a— 6+cJ 
46c 


)• 


Sia, per brevità , 

1 

— (a + 6+ c) = p, ovvero a -f- 6 -{- c = 2/>, 
2 

si avrà 


a-j-6— c=2/)-2e, a -6-f-c=2p-26 ; 


dunque 



sen 


1 , 
A=R \ f 

2 v 


f ,[p-b][p-c] 


b c 


)■ 


Leghndrh Trigono™. 


Digilized by Googl 



1 

cos’— 

2 


66 


Forinola che dà ancora la proporzione 




6 e J ( p — b ) C p—c ) R* ; sen* — A 

2 

e che facilmente si calcola con i logaritmi. Conoscendo 

4 i 

il logaritmo di seri — A , si conoscerà — A, il cui dop- 
2 2 

pio sarà 1’ angolo domandato A. Si potrà fare lo stesso 
relativamente a ciascuno degli altri due angoli B e C. 

Vi sono altre formule egualmente utili a risolvere 
la questione. E primierameute la forinola 


K* 4- R cos A = 2 cos* — A 

2 


dà 


a* — a ' (6+c— • -a) 

v-r*. _ = R*. — — =tt*. . 

Abc H>c ibc 

Ma facendo sempre a-)rb~\-cz=.'ìp,sikb + c — a 
— 2 p — 2 a *, dunque 

* . , [/>-«] P ■ x 

cos — A = R V ( ) • 

2 V fcc J 

Questo valore essendo in seguilo combinato con quel- 

1 

lo di sen — A darà un' altra forinola, poiché , avendosi 


R sen — A 
4 2 

tang — k se ne ricava 

2 I 

cos — A 
2 


foni/ 


1 . / /P-*-/ 1 -» \ 

-A=R V ( )• 

2 v » . p— a ' 
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ESEMPI DELLA. RISOLUZIONE DEI TRIANGOLI 
RETTILINEI. 

LVIH. Esrmpio 1. Suppongasi che voglia conoscersi 
^altezza di un edilìzio AB (/ì^.7), il cui piede è accessibile. fì s . 7 . 

Avendo misurato sul terreno, supposto presso a po- 
co di livello, una base AB die non sia nè grandissima 
nò piccolissima in rapporto all’altezza AB •, si porrà in D 
il piede del circolo, e di qualunque islrumenlo, col qua- 
le devesi misurare l’angolo BER, formato dalla linea oriz- 
zontale CE paralella ad AD, e dal raggio visuale GB, di- 
retto" al sommo dell’edilizio. Suppongasi che abbiasi tro- 
vato AD o CE = 67 , 84 metri , e P angolo BCE = 

45“ 64' ; ppr avere BE, bisognerà risolvere il triangolo 
rettangolo BCE nel quale si conosce l’angolo C ed il lato 
adiacente EC. Così, secondo il quarto caso, si farà la pro- 
porzione : s 

R : tang 45° 64' 67, 84 ; BE. 

L.. tang 45“ 64' ..... 9,9103265- 

L 67, 84 ... . . . . 1, 8314858 


Somma — log. R = ... li, 7718121 

Questo logaritmo corrisponde a 59, 130*, così si & 
BE = 59«, 13; Aggiungendo a BÈ l’altezza dell’ istru- 
mento CD o AE che suppongasi 1“, 12, si avrà l’altezza 
cercata AB — 60", 25. 

Se nello slesso triangolo BEC si vuol conoscere Tipo-, 
tenusa BC, si farà la proporzione : 

cos 45° 64' : R :: 67 , 84 : BC. 

L. R -j- L. 67 , 84 . . . 11, 8314858 

L. coi 45° 64' 9, 8772784 


Differenza 1, 9542074 = L. BC. 

Dunque BC = 89”, 993. 

N. B. Se non si vedesse che il vertice B dell’edilì- 
zio o del luogo qualunque del quale si vuol conoscere 
l’altezza, si determinerà la disianza BC, come si dirà neb 
K esempio seguente : questa distanza e l’angolo conosciu- 
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10 BCE bastano per risolvere il triangolo retta ngolo BCE, 

11 cui lato BE aumentato dell’altezz a deli’istrumcn to sarà 
1’ altezza domandala. 

LIX. Esempio II. Per avere sopra il terreno la di- 
ri*. a. stanza del punto A ( fig.8 ) ad un oggetto inaccessibile B, 
si misurerà una base AD ed i due angoli adiacenti BAD, 
ADB. Suppongasi che siasi trovalo AD = 588 u , 45, BAD 


si 115“ 48', e BOA = 40* 8', se ne conchiuderà il ter- 
zo angolo ABD 44° 41' ; e per avere AB , si farà la 
proporzione : 

sen ABD ; seti ADB :: AD : AB. 

L. AD 2 7697096 

L. sen ADB ....... 9 7699689 


Somma 12 5396785 

L. sen ABD 9 8080314 


L. AB 2 7316471. 

Dunque la distanza domandata AB = 539^, 07. 

Se per un altro oggetto inaccessibile C, si sono tro- 
vati gli angoli CAD = 39' 17' , ADC = 132° 83' , se 
ne conchiuderà similmente la distanza AC = 1202“, 32. 
i_ LX. Esempio 111. Per trovare la distanza fra due og- 
getti inaccessibili B e C, si determinerà AB ed AC, come 
nell’ esempio precedente , e si avrà nello stesso tempo 
1’ angolo compreso BAC = BAD — DAC (a). Suppongasi 
elle siasi trovato AB — 539°, 07, AC = 1202" , 52, e 
1’ angolo BAC = 76° 31'; per avere BC, bisognerà ri- 
solvere il triangolo BAC, nel quale si conoscono due lati 
e P angolo compreso. Ora, pel terzo caso si à la propor- 
zione : 

B+C B-C 

AC -f- AB ; AC — AB;; tang ; tang , 

2 2 


(a) Egli può accadere , che i quattro punti .4, J?, C, 
D, non fossero nello stesso piano ; allora l'angolo BAC non 
sarebbe più la differenza fra BAD e BAC, e bisognereb- 
be avere , per una misura dorella, il valore di quest'an- 
golo , senza il quale l'operazione sarebbe la stessa. 
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ovvero 

1 B-C 

1741, 59 : 663, 25 lang 61° 84' - : lang , 

2 2 

L. 663, 23 • 2, 8216773 

1 

L. lang 61° 84' — . . • 10, 1654748 

2 

Somma 12, 9871521 

L. 174 , 39 5, 2408960 

B-C 

L. tang 9, 7462561 

2 

B-C 

Dunque ..... = 52° 37', 8 

B+C 

Ma si à = 61“ 84', 5 

2 

Dunque B = 94° 22', 3 

e , . . C = 29° 46', 7 

Ora per avere la distanza BC , si farà la propor- 
zione 

scn B J sen A II AC ; BC, 

ovvero 

sen 94“ 22', 3 ; sen 76“ 31' :: 1202"’, 32 : BC. 

L. 1202. 32 3, 0S00200 

L. sen 76 “ 31' 9, 9692099 


Somma 13, 0492299 

L. sen 94“ 22', 3 9, 998*096 

L. BC 3, 0510203 

Dunque la disianza cercala BC = !194 m , 66. 

LX1. Esalano IV. Tre punti A, B ( C, ( fig. 9 ) es- ri* 
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sendo dati sulla carta di un paese, si propone di deter- 
minare la posizione di un quarto punto M, donde fosse- 
ro stali misurati gli angoli AMB, AMG ; i quattro punti 
essendo supposti nello stesso piano. 

Sopra AB descrivasi un segmento AMDB, capace del- 
T angolo dato BMA ; sopra AG descrivasi similmente un 
segmento AMC capace dell’ angolo dato AMC •, i due archi 
si taglieranno in A ed M, ed il punto M sarà il punto 
domandato. Infatti, i punti dell’ arco AMDB sono i soli 
donde si possa vedere AB sotto un angolo eguale ad AMB; 
quelli deli’ arco AMC sono i soli, dai quali si possa ve- 
dere AG sotto un angolo eguale ad AMG ; dunque il pun- 
to M, intersezione di questi due archi, è similmente il 
solo donde si possa vedere ad un tempo AB ed AC sotto 
gli angoli AMB, AMC. 

Si tratta adesso di calcolare trigonometricamente la, 
posizione del punto M per questa grafica costruzione. 

Sieno i dati AB=2500™, AC=7000-, BC=9000% 
AMB = 30° 80', AMC =121" 40'. Nel triangolo ABC, 
del quale si conoscono i tre lati, si determinerà Tango-- 
k> BAC ( LYI1 ) per la forinola 

1 6730. 2230 

sen 1 — A = R’ ; 

2 2300. 7000 

donde ricavasi 

1 

2 log sen — A =19, 958448Sy 

2 

4 

log sen — A = 9, 9692241 

2 

1 

— A = 76" 31, 6’ 

2 

e finalmente . . . A = 152" 63'. 

Tirisi il diametro AD e congiungasi DB; nel trian- 
golo BAD rettangolo in B, si avrà il lato BA = 2500; 
e T angolo opposto BDA= BMA = 30° 80' ; donde re- 


Digitized by Google 



71 


B f \xn 

sulla l’ ipotenusa AD = = 537-4", 6. Tirando 

sen BDA 

similmente il diametro AE e congiungendo CE, si avrà 
un triangolo rettangolo ACE, nel quale si conosce il lato 
AC = 7000, e l’angolo adiacente CAE = AMC — 100* 

B X AC 

= 21° À0 1 *, donde si conchiuderà AE ss — 

/ cos CAE 

7413". 

Se si tirino MD ed ME, i due angoli AMD, AME 
essendo retti, la linea DME sarà una linea retta, li. sta 
dunque a risolvere il triangolo DAE, nel quale la linea 
AM, della quale bisogna determinarne la grandezza e la 
posizione, è perpendicolare a DE. Ora in questo triango- 
lo si ànno i lati dati AD = 5374 6 , AE = 7415 , e 
V angolo compreso DAE = BAC -f CAE — DAB = 104* 
83'. Di qui si conchiuderà l’angolo ADE =56' 93' -, e 
finalmente pel triangolo rettangolo DAM si avrà AM — ; 
4190™, 83. Questa distanza e l’angolo BAM = 112'274 
determinano interamente la posizione del punto M. 

Nota. Se si vogliono calcolare i medesimi esempi per 
lo mezzo delle tavole costrutte secondo l’antica divisione 
del circolo, bisognerà cangiare come segue l’espressione 
degli angoli dati o calcolali \ del rimanente tutti i valori 
logaritmici, e quelli dei lati resteranno gli stessi,. 

Esempio 1. Angolo dato BCE = 4t u 4' 33", 6 , o 
semplicemente BCE = 41° 4' 30", poiché in operazioni 
simili qualche secondo di più o di meno negli angoli non 
influiscono sensibilmente sopra le distanze che vogliono 
determinarsi. 

Esempio IL Angoli dati BAD = 103° 55' 55" 2 
BDA = 36' 4' 19" 2, ABD=39° 59' 45". 6, CAD = 
30* 15' 10". 8. ADC = 119° 32' 49". 2. 

Esempio HI. Angolo dato BAC = 68* 40' 44" 4, 

1 

angolo determinalo -(B-fC)=55"39'37 ",8, 
2 

Ì 

angoli calcolati — (B— C)29”8'24",7, 

2 

B=84°48'2», 5, C=26°3t' 43", f. 
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Esempio IV. Àngoli dati AMB = 27* 43' 12" , 
AMC — 109° 15' 36", Angoli calcolali A— 137°22' 1" ® 
DA E = 94° 20' 49", 2, BAM 101° 2' 31", N. 

PRINCIPI DELLA RISOLUZIONE DEI TRIANGOLI SPERICI 
RETTANGOLI. 

LX11. In qualunque triangolo sferico rettangolo , il 
raggio sla al seno del! ipotenusa, come il seno d'uno degli 
angoli vbbliquì sia al seno del lato opposto, 
io. Sia ABC ( fig . 40) il triangolo sferico proposto, A 
il suo angolo retto, B e C i due altri angoli che noi chia- 
meremo angoli obbliqui , e che frattanto potrebbero essere 
retti l’uno o 1’ altro o tutti e due ; dico che si avrà la 
proporzione : 

R ; sm BC ;; KB R : scn AC. 

Dal centro 0 della sfera conducansi i raggi OA, OB, 
OC •, prendasi in seguito OF eguale al raggio delle tavo- 
le, e dal punto F menisi FD perpendicolare sopra OA; 
la linea FD sarà perpendicolare al piano OAB, poiché , 
per ipotesi, l’angolo A è retto, e che perciò i due pia- 
ni OAB, OAC sono perpendicolari fra loro. Dal punto D 
conducasi l)E perpendicolare sopra OB, e congiungasi EF; 
la linea EF sarà ancora perpendicolare sopra OB, e cosi 
l’angolo DEF misurerà 1* inclinazione dei due piani OBA, 
OBC, e sarà eguale all’ angolo B del triangolo ABC. Ciò 
posto, nel triangolo DEF, rettangolo in D, si à 

R ; sen DEF EF : DF ; 

ora 1’ angolo DEF = B , e poiché OF = R , si à EF =s 
sen EOF .= sen BC, DF = scn AC. Dunque 

R : sen B BC : sen AC 

ovvero 

R : sen BC : ; sen B ; sen AC. 

Se si chiami a l’ ipotenusa oi il lato opposto all’an- 
golo retto A , 6 il lato opposto all’ angolo B , c il lato 
opposto all’angolo C, si avrà dunque 

R ; sen a : ; sen B ; sen b ’.l sen C : sen c, 
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dalla quale proporzione si anno due equazioni tra le parti 
del triangolo sferico rettangolo. 

LXIlt. In qualunque triangolo sferico rettangolo il 
raggio sla al coseno dell' angolo obbliquo , come la tan- 
gente dell' ipotenusa sta alla tangente del lato adiacente 
a questo angcAo. 

Sia sempre ABC ( fig. IO) il triangolo proposto rot-fi* io. 
tangolo in A ; dico die si avrà 

R : cos B :: tang BC : lang AB. 

Infatti , facendo la medesima costruzione fatta po- 
canzi , il triangolo rettangolo DEF dà la proporziono 

r : cos def :: ef : ed. 

Ora si à DEF = B, EF = sen BC, OE = cos BC , 
e nel triangolo OED rettangolo in E , si à 

OE tang DOE cos BC tang AB 

DE = = i 

R B 

dunque 

cos BC tang AB RsenBC 

R ; cos B :: sen BC : :: : lang AB, 

R cos BC 


o finalmente 

R : cos B :: tang BC : lang AB. 

Se facciamo come prima BC = a ed AB = c , si 

avrà 

U : cos B : : tang a *. tang c , 


ovvero 

R lang c tang c col a 

cos B = • - ■ = — — . 

lang a R 

Il medesimo principio applicato all’ angolo C , darà 

R lang b tang b cot a 

cos C = = • 

tang a R 

Lesendue Trigon. *0 

% 

\ 

"A 
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LXIV. In qualunque triangolo sferico rettangolo il 
raggio sta al coseno di un lato dell’ angolo retto come il 
coseno dell ’ altro lato sta al cosmo dell' ipotenusa. 

Su Al >(, ( fig. IO ) il triangolo proporlo rettangolo 
m A -, dico che si avrà 

R : cos ab :: cos ac : cos bc. 

Infatti, essendo la costruzione la stessa che nelle due 
proposizioni precedenti, il triangolo ODF rettangolo in 
I) , ove 1 ipotenusa OF = lt, darà OD = cos DOF = 
cos AC ; in seguito il triangolo ODE rettangolo in E, darà 

OD cos DOE cos AC cos AB 
R R 

■ Ma nel triangolo rettangolo OFF, si à OE= cos BC • 
dunque ’ 

cos AC cos AB 

cos BC = , ovvero , ciò che torna lo stesso, 

R ’ 

b : cos ac :: cos ab : co S bc . 

Questo terzo principio si esprime per 1’ equazione 
R cos a — cos b cos c ; 

esso non è suscettibile di darne un’altra come le due 
precedenti ; giacché la permutaz ; one falta tra b e c non 
arreca nessun cangiamento all’ equazione. 

LXV. IVr mezzo di questi Ire principi generati, se 
ne possono trovare Ire altri necessari per la risoluzione 
dei triangoli sferici rettangoli. Questi ultimi principi po- 
trebbero dimostrarsi direttamente, ciascuno con una co- 
struzione particolare; ma è da preferirsi il dedurli dai 
tre primi , mercè 1’ analisi come segue. 

lì seti b lì lang b 

L’ equazioni scn , cosC= — danno, 

sen a tang a \ 

cos C lang b scn a cos a 

por la loro divisione ~ , — — 

sen B scn b tang a cos b 
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cos c 

( seguendo il terzo principio ) Si à dunque questo 

R 

quarto principio 

sen b : cos c :: n : cos c, 
dal quale resulla ancora, per la permutazione delle lettere 
sen C : cos B : ; Il ; cos b. 

B sen b 

II primo ed il secondo principio danno sen B = , 

sen a 

B tang c sen B tang II 

cos B= ; donde deducesi ' ovvero 

tang a , cos B R 

sen b tang a R sen b 

— = ( in virtii del terzo principio ) 

sen a tang c cosa tang c 

R 1 sen b tang b 

— = Dunque sia per quinto prin- 

cos b cos c tang c sen c 

cipio I’ equazione 

R tang b 

tang B = 

sen c 

ovvero I’ analogia 

R : tang B :: sen c tang b , 
donde resulta pure per la permutazione delle lettere 
R : tang C II sen b tang c. 

Finalmente queste due Corniole danno tang \UangC = 
IV tang b tango IV* 

— = = (in virtù de) terzo prin- 

scn b sen c cos b cos c 

R 3 

cipio ) . Dunque R 3 = cos a tang B tang C, ovve^ 

cos a 
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ro col B col C = R cos a, ovvero 

tang B : cot C :: R : cos a. 

Questo è il sesto ed ultimo principio ; e dal quala 
non può ricavarsi altra equazione, poiché la permutazio- 
ne fra C o B noti vi produce nessun cangiamento. 

Ecco la recapitolazione di questi principi, dei quali 
quattro danno due equazioni : 

I. B sen b — sen a sen B, R seti c=z$en a seti C, 

II. R lartg b = tang a cos C,R tang c =lang acosU, 

HI. R cos a = cos b cos c , 

IV. R cos B = sen C cos b, R cos C = sen B cos c, 

V. R tang b — sen c tang B, R tangc=sen b tang C, 

VI. B cos a = col B col C. 

Ronde resultano dieci equazioni contenenti tutte le 
relazioni che possono esistere fra tre dei cinque elementi 
B, C, a, b, c -, in modo che due di queste quantità es- - 
sendo conosciute con l’angolo retto, si conoscerà imme- 
diatamente il terzo per mezzo del suo seno, coseno, tan- 
gente, e co! ungente. 

LXVI. È necessario ad osservarsi che allora quando 
un elemento sarà determinato per lo suo seno solamente, 
si avranno due valori di quest* elemento , e per conse- 
guenza due triangoli che soddisferanno alla questione. In- 
tatti, il medesimo seno che conviene ad un angolo o ad 
un arco appartiene ancora al suo supplemento. Egli non 
è lo stesso allorché l’elemento incognito sarà determina- 
to per mezzo del suo coseno, la sua langente o la sua 
cotangente. Allora si potrà decidere dal segno di questo 
valore, se I’ elemento del quale si Ir.dta è maggiore o 
minore di 100* ; I’ elemento sarà minore di lOd", se il 
suo coseno, la tua langente o la sua cotangente à il se- 
gno -j- ; e sarà minore di 100”, se una di queste lineo 
à il segno — . Si potrebbero ancora stabilire sopra que- 
sto soggetto precetti generali, i quali non sarebbero die 
conseguenze delle sei equazioni dimostrate. 

tVr esempio, resulta dall’equazione II cosa— cos b 
cos c, elio i tre lati di un triangolo sierico n-Uangolo so- 
no lutti minori di 100", o clic tra i Ire lati due sono mag- 





/ i 

glori di 100" od il terzo minore. Nessun’allra ombinazioue 
può dare il segno di cos b cos c simile a quello di cos a, 
come questa equazione l* esi^e. 

Similmente P equazione R lang c = sen b tang C, 
ove sen bò sempre positivo, prova die tang (’. à pur sem- 
pre il medesimo segno di tang c. Dunque in qualunque 
triangolo sferico rettangolo un angolo obbliquo ed il lato che 
gli è opposto sono sempre della medesima specie; cioè a dire 
sono tulli e due maggiori o minori di 100\ 


risoluzione dei triangoli sferici rettangoli. 

LXMI. Un triangolo sferico può avere tre angoli relli, 
ed allora i suoi Ire lati sono di 100° ■, può avere due an- 
goli retti solamente, allora i lati opposti sono tutti e due 
di 100’’, e rimane un angolo col lato opposto elio sono- 
misurati l’uno e l’altro dal medesimo numero di gradi. 
Queste due specie di triangoli non possono, come vedesi, 
dar luogo ad alcun problema; si può dunque far astra- 
zione da questi casi particolari, per non considerare che 
ì triangoli che anno un angolo retto solamente. 

Sia A 1 angolo reilo, B e C gli altri due angoli che 
si chiamano angoli oblili, pii, sia a l’ipolenusa opposta nl- 
1 angolo A, beo i lati opposti agli angoli B eC. Essen- 
do date due delle cinque quanlila B, C, a, b , c, la risolu- 
zione del triangolo ri ridurrà sempre ad uno dei sei ca- 
si seguenti. 


PRIMO CASO. 


LXV11I. Essendo doti /’ ipotcnusa 
troveranno i due angoli li e C, ed 
l' equazioni 


a ed un lato b , si 
il terso lato c per 


, t OS cos c 

sen a n . 

cos b 

L’angolo C od il Iato c non lasciano incertezza di 

ddla° stéssa' s 5 ; 1U; T P , 0Ì B, esso dev’essere 

uetia stessa specie che il iato dalo b. 
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SECONDO CASO. 


1-AIX. Essendo dati i due lati b e c dell'angolo rut- 
to, si troverà l' ipotcnusa negli angoli Bc C per l' equa- 
zioni 

cos b cos c R lang b R tang c 

cos a = , tang B = , tang C = . 

R sen c sen b ' 

In questo caso non evvi alcuna ambiguità. 

TERZO CASO. 

EXX. Essendo dati l' ipotenusa a ed un atigdo B , si 
avranno i due lati b e c e l'altro angolo C per l' equa- 
zioni 

sen a sen B tang a cos li cos a tang B 

sen b±z , lang c=. col C= 

R R R 

Gli elementi c e C sono determinati senza ambiguità 
per queste formolo -, per quanto riguarda il lato b{e sso 
sarà della stessa specie dell’ angolo B. 

QUARTO CASO. 

LXXI. Essendo dato il lato 1) dell' angolo retto con 
l'angolo opposto B , si troveranno gli altri tre elementi a, 
c e C per le f or mole 

R sen b tan b cot B R cos B 

sen a — , sen c— , sen C = . 

sen B B cos b 

In questo caso, i tre elementi incogniti sono deter- 
minati per lo mezzo dei seni: così la quist ione è suscet- 
tibile di due soluzioni. Egli è evidente, infatti, che il tri- 
fì*. n.angolo ABC ( figi // ) ed il triangolo AB'C sono am- 
bidue rettangoli in A, anno tulli e due il medesimo lato 
AC=6, ed il medesimo angolo opposto B— B'. Del rima- 
nente, i valori doppi si debbono combinare in'modo che 
c e C sieuo della medesima specie; in seguilo la specie 
di c e b determina (pi Ila di a, dall’ ispezione della for- 
inola cos b cos c:=R cos a, ma il valore di a si determina 
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R sen I) 

direttamente per 1’ equazione sen a — . 

sin B 

QUINTO CASO. 

UXXJI. Essendo dato un lato h dell' angolo redo con 
l' angolo adiacente C, si troveranno gli altri tre elementi 
a, c, B per le f or mole 

col b cos C sen b tang C cos lisenC, 

col a— , tang c= , co*B= 

n n r 

In questo caso non può restare alcuna incertezza so- 
pra la specie degli elementi incogniti. 

SESTO CASO. 

UXXII'. Essendo dati gli angoli obiti igni D e C si 
troveranno i l r e lati , a, b, c per le formale 

col B col C II cos B B cos C. 

cot a=z , cos b— , cos c — - — , 

R sen C sen B 

E di questo caso ancora non resta alcuna incertezza. 

NOI A. 

LXXIV. Il triangolo sferico, del quale A, B, C sono 
gli angoli, ed a, 4, c i lati opposti, corrisponde sempre 
ad un triangolo polare, i cui angoli sono supplementi 
dei tali a, b, c, ed i lati supplementi degli angoli A, B, 
C; di maniera che se si chiamino A', B', C', gli angoli 
del triangolo polare, ed a 1 , b c', i lati opposli a questi 
angoli, si avrà 

A' = 200" — a , B'= 200° b, C' = 200" - c 
a 1 = 200" — A , 6'= 100" B, c' = 200" — C. 

Ciò posto, se un triangolo sferico à un lato a eguale 
m quadrante, egli è manifesto che l’angolo corrispondente 
A del triangolo polare sarà retto, e che questo triangolo 
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sai a ancora rei (angolo. Dunque i due tali che debbonsi 
avere, olire il lato di 100°, per risolvere il triangolo pro- 
posto serviranno a trovare la so uzione del triangolo po- 
lare, e per conseguenza quella del Iriangolo proposto. Si 
potrebbero da ciò ricavare forine simili alle precedenti 
per risolvere direttamente i triangoli sferici , clic àano 
un lato di 100". 

Un triangolo isoscele si divide in due triangoli ret- 
tangoli eguali in tutte le loro parti; così la risoluzione 
dei triangoli sferici isosceli dipende ancora da quella dei 
triangoli sferici rettangoli. 

fì*. i*. Sia ABC ( fig. 12) un triangolo sferico, tale che i 
due lati AB, BC, sieno supplementi l'uno dell’altro-, se si 
prolunghino i lati AB, AC lino al loro incontro in D, fi- 
gli è chiaro che BC e BD saranno eguali, come essendo 
supplemento di un medesimo lato AB; d’altronde è visi- 
bile che le parti del triangolo BCD essendo conosciute, si 
conoscono pure quelle del triangolo .\BC, che è il resto del 
l'uso AD, e viceversa. 

Dunque la risoluzione del triangolo ABC, nel quale 
due lati fanno 200", si riduce a quella d i triangolo iso- 
scele BCD, od a quella del triangolo rettangolo BDE che è 
la metà di CBD. 

Allora quando i due lati AB, BC sono supplementi 
P uno deil’allro, bisogna che gli angoli opposti A CU, BVC 
sieno ancora supplementi I’ uno dell’ allro -, infatti BCD è 
supplemento di BOA ; ora BCD = D = A, dunque non si 

avere a — |— c — 200’, senza avere nello stesso tem- 
A -fG = 200“ ; cosa questa eh’ è reciproca. 

Donde si vede che la risoluzione dei triangoli sferici 
rettangoli comprende : 1° quella dei triangoli sierici che 
anno un lato eguale al quadrante ; 2 quella dei triangoli 
sferici isosceli ; 5° quella dei triangoli sferici nei quali la 
somma di due lati è di 200“, come ancora quella dei due 
angoli opposti. 


Fi*- 


PRINCIPI PEU LA RlSOLl’ZIONB DEI TRIANGOLI SFERICI 
IN GENERALE. 

LXXV. In qualunque triangolo sferico i seni degli 
annoti stanno come » seni dei lati opposti. 

Sia ABC ( fg. 13) un triangolo sferico qualunque, 
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dico, che *i avrà 

sen B : sen C sen \C. : sen AB. 

Dal vertice A abbassisi V arco AD perpendicolare snl 
lato opposto BC -, i triangoli rettangoli ABJ, ACU da. 
ranno le proporzioni 

sei» B *. R t*. sen AD : scn AB 
R : ten C :: seti AC : sen AD. 

Moltiplicando queste due proporzioni per ordine, cd 
omettendo i fatlori comuni, si avrà 

sen B J sen C :: seti AC : sen AB. 

Se la perpendicolare AD ( fìg • ^ ) <, cadesse fuori * * 
il triangolo ABC, si avrebbero le due medesime proporr* 
ni, in una delle quali srnC indicherebbe sen A(.D‘, ma come 
1* angolo ACD c l’angolo ACB sono supplementi I uno del- 
P altro , i loro seni sono eguali*, così si uvra sempre 

sen B ; sen C II seti AC I scn AB. 

Sieno a, 6, c, i lati opposti agli angoli A, B, C ri- 
spettivamente, si avrà seguendo questa proposizione , 

sen A ; sen a :: sen B : sen b :: sen C : sen c ^ 
ciò che dà la doppia equazione : 

sen A seri B sen C 

sen a sen b sen c 


r t . , 

LXXVI. In qualunque triangolo sferico il coseno di un 
angolo è eguale al quadralo del roggio moltiplicalo pel 
coseno del lato opposto , meno il prodotto del raggio per t 
coseni dei lati adiacenti, il tutto diviso per il prodotto dei 
seni di. questi medesimi tali ; cioè a dire , che si à per 
V angolo C, per esempio , 

R* cos c — R cos a cos 6 

cos C =: 7 — — * - 

sen a sen b 



Si avrebbe similmente per gli altri due angoli 
Leoendbs Trigonom. R 


) 
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cos A 


R* cos a — R eos h cos e 

—ni - • 


i' 1 .) . 




sen b sen c 

. ■ • I il n ,'c 


R* cos A?— Bros a cos^c ,t 
cos B = i— — — ■ — • — "j ~ ~~» 

sen a sen c 


» f 


ng, i5. Sia ABtì ( fig. 43 ) il triàngolo proposto, nel quale 
facciasi BC =c a, AC = 6, AB = c. Dal punto O cen- 
tro della sfera, tirinsi le rette indefinite OA, OB, OC ; 
prendasi OD a volontà, c per il punto D conducasi DE 
nel piano OCA, e DF nel piano OClì, tulle e due per- 
pendicolari ad OD, le quali incontrino ìb £ ed F i raggi 
OA, OB, prolungati •, finalmente «ingiungasi EF. 

L’ angolo D del triangolo EDF è per costruzione la 
misura dell’ angolo che fanno fra loro i piani OCA, OCB; 
cosi f angolo EDF è eguale all’ angolo C del triangola 
sferico ACB ; or nei triangoli DEF, OEF, si à (LXV) 

•* * } •••’-' •".'}£ 0*1 : i . *Ji‘ ! *; i 

cos EDF DE 5 + DF 1 — EP >. 

— — = a d^eTd f ; : ; 

cos EOF .or 4- or — Elf * ; / 

R ~ 2 0E.0F . ca 

’ i. ; > i— 4 

Prendendo nella seconda il valore di EF , e sosti- 
tuendolo nella prima, si avrà 


mi •’ P“ .l>1J r. 


1 i rvr» fu ? 1 /AE » 1 I O 


cos EOF 


cos EDF DE -f DF 1 — OE - OF -f 2 OE. OF ■ lt 


*t 


i, R . 2 DE. DF 

Ora ÒÈ 1 - DE* = OD*, ed OF*-DF*^ÒD*, si 5 dunque 


* . OE . OF . cos EOF — OD . R 

cos EDF ==■ r — r- 

,> , DE . DF 


Npn devé farsi altro, che sostituire in quest'esitazione 
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i valori relativi :A triangolo sferico: ofa sià EDF =C, 
EOF = AB = c, • • m» - • 1 ' 


OE 

R 

R OF 

R 

R 

a 


t- , — 



de"" 

sen DOE 

sen b DF 

sen DUI' 

sen a 

7‘ ' 

OD 

cos DOE 

cos .b OD 

cos DOF 

cos 

a 


SS — , i 

CE5 — 1 i 1 1 — : 


DE 

sen DOE 

sen b DF 

sen DOF 

sen 

b 


Dunque 

R*cos c — R cos a c 0 s & 

, cos C = “7 “ • 

sen a sen b. 

* r«. i 

Queslo principio, che applicato successivamente ai tre 
angoli, dà tre equazioni, basta per la risoluzione di tutti 
i problemi della trigonometria sferica : esso à, per rappor* 

10 ai triangoli sferici, la medesima generalità che il prin- 
cipio dell’ articolo XLV, per rapporto ai triangoli piani. 
Infatti, avendosi tre clementi dati, per to mezzo dei quali t 
bisogna determinare gli altri tre , egli è chiaro clic 
questo principio dà le equazioni necessarie per risolvere 

11 prob'ema-, equazioni che spella all’ analisi di sviluppare 
ulteriormente , per ricavarne, secondo i differenti oasi , 
le formo! e più semplici , e le migliori adatte al calcolo 

logaritmico. . , 

LXXYII. Poiché il principio de! quale trattasi è as- 
solutamente generale , esso deve comprendere tutti gli 
altri [trinci pii relativi ai ‘triangoli sferici , e particolar- 
mente il principio del n.* LXXV. La qual cosa è tacile 
a verificarsi; ... 

In effetti l' equazione 

IV* cos c — R cos a cos b 

cos G = 

sen a sen b 

* 

dà R* — cos’ C ovvero sen * C ss . ì 

K*senV* sen*6— R*cos*a cos'b+Wcosacosbcosc— R 4 co 4 ’c 

— . 

sen 1 a sen * b 

Ora sen' a sen 1 b = (R*— cos' a ) ( R* —cos* b ) — 
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fl* — R* co*’ 4 — R' cos’ b + co*' a coi* 4, 
Adunque sostituendo ed estraendo la radice, si avrà 
R 

ienC= — * 

seri a sen h 

Se» , per brevità, 

Z— V(1« A — !“.’c</s s a— R’coi'fc-R'cos’c-l-SUcoiacoiftcoj e), 
8 » avrà , dunque , 

R? gen C RZ 

sen G= — , ovvero— =— -, 

sena sen b sen e sen a sen è sene 

I valori di cos A e di cos B darebbero similmente 
sen \ HZ 

sen a sen a senb sen c 
sen B RZ 

senb sena sen b sene 

gi.irehò lo quantità Z con cangia punto, allorquando si Ha 
a permuta?, lune Ira due delle quantità a, 6,c, dunque si à 

sen A sen B sen C 

= — — - ess ; 

sen a sen b sen c 

ciò ohe forma il principio del n.’ LXXV. 

LXX' UI- I valori che ora sonosi trovati per cos C 
e sm (1 possono servire a trovare gli angoli di tiu trian- 
golo sferico, del quale si conoscano i tre tali ; ma esisto- 
no altre formolo più comode pel calcolo logaritmico. 

Infatti, se nella forinola 

1 

R'— R cos C=9 sen 1 — C 
2 


V(R*-R ’ cos 3 a - R'cos'4— R’cos 3 c-J-2Rco« a cos b cos c). 


si sostituisca il valore di cos C, si avrà 
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2 sen % — C 

2 j Cos C ^cos a cos b -f-s«t a sen b — R cose 

R* R sen a seti b 

li numeratore di quest* espressione si riduce a 
R cos ( a — 6 ) — R còs c $ 
ora per mezzo delia formola « 

_ 4 4 

R cos j R cosp= 2 sen— (p+q)sen- (p-?),(XXVIll), 

sì troverà * 

R cos (a— 6)- R cos c = 2 sen-(c-6+a) sm -(«— a+ò)-, 
dunque 


S 


sen* — C sen 

9 


C -+ ‘ ten (!+.«- 


R* 

ovvero 


sen a sen b 


sen — r T» c + à — « c + <* — il 

S ~ L — R V’sen Jien- 

Z 


2 


f 


sen a sen b 

E 0 li è evidente, che si avrebbero formoie simili per espri- 

4 1 

mere se» - A e sen — B, per lo mezzo dei tre lati a, 6, c. 
z 2 

. Il problema generale della trigonometria sfe- 

sei' nnantfl^’ \ 0I ^° ?,' a si ® ^to, nel determinare tre delle 
1' neep««» n ** c \ per meiM) delle altre tre. 

iniatl rn ^ C 1 U, ‘ S, 9 °hbictlo di avere equazioni fra 

sbili- or i q r*i' ,,,a ’ prrse in ,ulfe 1<* maniere pos- 

sibili, ora sei quantità combinale «quattro a quattro, a 



fi . u 

ciao ìi dite, davmo v~ — ovvero lo combinazioni, così si 

1.2 - : - ", “ ; , 

avranno quìndici equazioni dn formare ; ma se si con* 
sbirri r.o lo soV essenziali equazioni differenti , queste 
quiudVi equazioni si ridurrajip c a qual Irò. 

infatti, si à, I.” la combinazione a b c A, la qua* 

10 comprende per la permutazione delle lettere u b c A, 
a b c II, « 6 c C \ 

y." La combinazione a&AB, donde resultano aiAB, 
ÒCBfÀ ««AfJ ~ iX: ‘ 

3. " La combinazione afe.AC, la quale comprende le 
sei oòAC. abìM), ncAB, «cBC, ftcAB, òr AC i 

4. ° rHi.ilmoide la conibi unzione a ABC, la quale, com- 
prenda le tre a ABC, MBC, e ABC. 

Vi soiio duiiqiie in tutto quindici combinazioni ■, ma 
CSScnzialmenlo differenti non ve ne sono elle quattro. 
,,LXXX. L’ «quazioqe , ..l. * J 

i 45« cos a -x- co* b a>s c ■ ' * “ 

V ; s ' t. f 

COS A = — 

— se» b sen c 

f > * 

rappresenta già là prima combinazione abcS. e quelle 
ilie uè dipendono. 

Per formare I’ equazione che corrispondo alila cnm- 
turmkmc ab\li, bisogna' eliminare. c dalle due formolo, le 
quali fiatino i valori ili cos A e cos B : ma' l’ eliminazio- 
ne è stata già falla ( LXXYll ), èd il resullamenio è 
trn A se n B 

se» a séti b 

La terza conbinazionc si forma dalla relazione fra 
o, b y A, C, do*do avendo le due equazioni 

cos A sen b sen c =z R* cos a — R cos b cos c , 

1 " 

cos C sen b sen a == R* cos c — B .cos b cos a , 
si eliminerà in primo cos c, ciò che darà 

11 fon A s » c -(- cos Q sen a cos b = R cos a sen b\ 
mettendo in seguito in questa il valore 


-'-i' 
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sen c = , 

, . » r; $m r x i 

si avrò por la terza combinazione 
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n col A sm G co* G eos b za: evi a sen b (I). 

Infine, per avere la relazióne tira A, R, G, a , os- 
servasi che nell’ equazione precedente il tentóne ; 

, i 


l ì: » 


, sen b srn R 

col a sen b — R co» a. = R cos a \ 

• m, i sen a sen A 

,t ■- 

dunque, moltiplicando quest’equazione per sen A, si avrà 
lì cos A sen C = R cqs a sen R — sen cos C cos b , 

- ■; i: -- !,l -> f ~ . 

Se in quest’ equazione srpiermbl ino fra toro le lette- 
re A B, come ancora a e b si avrà 

- . . . ;7 < -, .. 

R 1 cos B sen C R cos ò sen A — sen B cos C co* a, 
E da queste due si ricava, elbaando cos b , 


R a cos A sen C -4- R cos B sen C cos C =xos a sen B scn’G. 

? , - ■ • , ; 


(I) Per ritenere facilmente questa forinola e ritr.Of 
varia al bisoqno. ecco una re noia di Mnemonica . 

1. Con un lato a e l angolo opposto A. 

< Con un altro lato b e /’ angolo adiacente C, formisi 
, f equazione fittizia col a col A — cot b cui C , ed osser- 
vando di mettere le lettere piccole avanti le grandi. 

2. ° Moltiplicate ambedue le parli per sen b sen C y 
e supponendo il raggio II — /, si avrà 

r «v> 

cot a sen Jb cot. J. sea C = cos b cos C. 

3. ° Nel primo membro separate le piccole lettere dalle 
grandi , e mettendo a queste il segno — Si avrà l'equa- 
zione vera 

- ■ . 

cot a sen b — cot A sen C ±z cos b cos C y 

la quale essendo omogenea, avrà tuono anche sema sup- 
porsi R = i. 

\ 



88 


Dunque finalmente 


cos a = 


U* cosk -f R coi B coi C 


seti II sen G 

Questa è la relazione domandata fra A , B C a 
ovvero la quarta delle equazioni necessarie per la risolu- 
zione dei triangoli sferici. 1 u 

LXXXI. Quest’ ultima equazione fra A , B, C a . 
offre un aualogia con la prima fra a, 6, c, A ; e si’ può 
render ragione di quest’analogia per la proprietà dei trian- 
go i polari o supplementari. Infatti , si sa che il trian- 
golo, i cui angoli sono A, B, C, ed i lati opposti « b 
c, corrisponde sempre ad un triangolo polare, i coi lati 
sono 200” _ A , 200” _ B, 200” _ C , e gli ango i 
opposti 200” -a, 200” _ 6, 200» - c’ 0r a g il 
cipio dell articolo LXXVl essendo applicalo a quest’ ul- 
timo triangolo, ne resulta 

«wQnn° A) — Rcoì( 20Q°— B)cos(200 > --C) 

sen(200”— B)*en(200°— C) * 

la quale riducesi a 


cos a = 


R* cos A -f- R cos B cos C 


sen B sen B 
tale quale 1’ abbiamo trovala in altro modo. 

Questa formolo risolve immediatamente il caso ove si 
voglia determinare un lato per mezzo dei tre angoli- ma 
per avere una forinola più, comoda per icalcoli logaritmici ’ 
si sostituirà il valore di co a nell’ equazione 1 2 

i i 

2 sen 1 — a 
cos a 2 


. i 


la quale darà 


R R* 

Vi i 


sen — a 

.2 i 


■ j^» » 


, . > ‘ V. 5* VI 
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envsen C— rosBeosC— R coì A — Rcos(0+C)— RcosA 

2 sen DsmC ~ 2 sen B sen C 

E poiché si à in generale ( XXVIII ) 

T» 1 1 

R cosp R cos q=z 2 cos — (p q ) cos — (p — q ), 

2 ' ? 

quest’ equazione si riduce a 

, 1 * I 

sen 1 — a — cos — (A+B-f C) cos - (B+C-A) 

2 2 2 


R 4 sen B sen C 

nella quale si fa osservare phe il secondo membro, quan- 
tunque sótto una forma negativa, è pur tuttavia sempre 
positivo. Infatti, si à in generale 

sen x cos 100 °)— cos X seri 100* 

sen ( x — 100°) = : ; — — — - —cos x\ 

R ' TJ 

dunque 

1 A -f B -f- p , 

— cos — (A-J-B-j-C ) = sen ( — 100 ) 

2 > 2 ' 

quantità eh’ è sempre positiva, poiché A + B + C es- 
sendo sempre compreso tra 200° e 600° , p angolo 

\ 

-r(A-t-B-l-C)— . 100° è compreso tra' zero e 200" ; 
2 

1 

d 5 altronde cos — (B -J- G — A) è sempre positivo, poi- 
2 

chè B -f- C — A non può sorpassare 200°; infatti ne} 
triangolo polare il lato 200°— A è minore della somma 
degli altri due 200° — B, 200° — C-, dunque si à 200“ 

— A < 400° -h-rC, ovvero B + C -- A <; 200°. 

Essendosi assicurati, che il resultamelo sarà sempre 
positivo, si avrà, per determinare un lato per lo mezzo 
degli angoli, la formola 

Legbndrb Trigonom. - 12 
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Ì A+B-J-C B-j-G— A 

— cos co s — 

2 2 



sen B seti C 

LXXXIi. Prima di passar oltre, noi osserveremo che 
da queste forinole generali si possono dedurre quelle che 
riguardano i triangoli sferici rettangoli. Per la qual cosa 
si farà A = 100°, tanto nelle quattro forinole principa- 
li, che in quelle che ne derivano per la permutazione del- 
le lettere. E principalmente l’equazione 

cos A sen b sen c — R 1 cos a — R cos b cos 

dà per questa sostituzione 

R cos a = cos b cos c . (1) 

Le derivate dall’ equazione generale non contengono 
punto A, e similmente non danno alcuna relazione nuo- 
va nel caso di A = 100°. 

sen A sen B 

L’ equazione — — — = dà, nel caso di A =s 

sen b sen b 


100 °, 


R sen B 

sen a sen b 

sen A sen C 

E la derivata — == 

sen a sen c 

R sen C 



darà egualmente 


sen a sen c . 

ma questa è anche essa una derivata dell’ equazione (2) 
L’ equazione 

col A sen C + cos C cos b — cot a sen b , 
dà, nel caso di A = 100°, 
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tot C cos b = col a sen b 


<)i 


cos C tang a = R tang b (3) 

La derivata 

- col C se» A + cos A cos à == col c sen b , 
dà, nel medesimo caso, 

P, cot G = col c sen b 

“ovvero 

R tang c = sen b tang C (4) 

Infine la quarta equazione principale 
sen B sen C cos a = R* cos A -}- R cos B cos C, 
e la sua derivata 

sen A sen C cos b — R* cos B -J- R cos A cos G, 
danno, nel caso di A = 100 ", 

sen B sen G cos a — R cos B cos G 

e 

sen C cos b = R cos B, 


ovvero 

col B cot C = R cos a • ( 5 ) 

sen G cos b — R cos B . . - (®) 


Queste sono le sei equazioni per le quali si risolvono 
i triangoli rettangoli. 


I XXXlll. Si termineranno questi principi con la di- 
mostrazione delle Analogie di Nepero , le quali servono a 
vender più semplici molti casi delta risoluzione dei trian- 
goli sferici. 

Per la combinazione dei valori di cos A c cos C espressi 
in a, 6, c, si è di già avuta l' equazione (LXXX) 

R cos A sen c = R cos « sen b — cos G sen a cos 


Digitized by Google 



92 

Questa dàj per una semplice permutazione , 

R cos lisenc = R cos b sen a — cos C sen b cos a . 
U a e vr a à ddizionaùdo q ueste d«e equazioni, e rida- 

sen c ( cos A -f cos B ) = ( R — cos C ) sen ( a-f-6 ). 

„ senc sen « sen b 

Ma poiché — sj à 

sen C seti A sen B * 

sen c ( sen A + sen B ) = sen C ( sen a + sen b ) 
e 

sen c ( sen A - sen B) = sen C( sen a - sen 6). 

ia precadeat JSS**"* ^ *<*>** t* 
sen A -j- sen B sen C sen a -f sen b 

cos A + cos B R— cos e sen ( a -j- b 

s mA-ie„E me „na-mt 
cos A cos 11 R - cvs C im(7+ 6 "y 

'e Xxl ri r«”lr teper leform ote degli arlicoli XXIX 

, { co,- («_*) 

tang — (A-+- B) = cot — C.. 

2 2 i 

cos 


1 ■ sen - («-4) 

ìang — (A — B) ±= col c. 

2 2 ! 

sen— (a-fj) 

; < 2 

Dunque essendo dati i due Iati a e 6 con l’angolo 
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compreso C, si troveranno gli altri due angoli A e B per 
lo mezzo delle analogie 

lì « 1 

coi — cos — (a— 6 ): p .cot — G'.tang — (A-f-B) 

2 2 2 è 

4 1 11 

sen — ( a-\-b )lsen — (a—b)::còt — C Itang — (A— B) 
2 2 2 2 

Se si applichino queste medesime analogie al trian- 
golo polare del triangolo ABC, sarà d’uopo mettere 200°— 
A, 200° — B, 200° — a,200° — b ,200° — c in luogo di a, 6, 
A, B, C, rispettivamente, e si avranno per risultamento 
queste due analogié 

1 1 11 

cos — (A-|-B):cos — (A — B Y.ltang — c'.tang — (a-|-&) 

2 2 2 2 

1 1 11 

seti — (A-{-B): sen — (A— B Y.Uang —c'.tang —Ca—b) 

2 2 2 2 

per mezzo delle quali , essendo dati un lato c ed i due 
angoli adiacenti A e B, si potranno trovare gli altri due 
lati a e b. 

Queste quattro proposizioni sono conosciute sotto i 
nomi di Analogie di Nepero. 




Di 

RISOLUZIONE DEI TRIANGOLI SFERICI 
IN GENERALE. 

La risoluzione dei triangoli sferici comprende sei 
casi generali che si sviluppano successivamente. 


PRIMO CASO. 


LXXXIV. Essendo dati i tre lati a, b, c, si troverà 
un angolo qualunque, per esempio , l'angolo A opposto ai 
luto a, per la formolo 



T a-\-b — c a-J-c — b 1 

'sen — sen 1 

R V | 2 2 


sen b sen e 


SECONDO CASO. 


LXXXV. Essendo dati due lati a e b con l' angolo A 
opposto ad uno di questi lati, trovare il terso lato c è 
gli altri due angoli B e G. 

l.° L’angolo B si troverà per l’equazione 

sen A sen b 

'sen B -• 

sen a 

Per avere 1’ angolo C, fa d’ uopo risolvere I’ e- 

quazione 

col A sen C -j- cos C cos b = cot a sen b. 


Prendasi per ciò un angolo ausiliario <p in modo che 
abbiasi 

cos b tang A 
tang cp = - 


ovvero 


R 

cos b cos <p 

cot A = 

sen <p 
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questo valore di eot A essendo sostituito nell’ equazione 
che deve risolversi, dà 


cos h 

. .1. i ( cos <f seti C sm <p cos C ) = cot a sen fc, 
sen 9 

donde si ricava 


fa/?# b sen q> 

sen ( C -j~ tp ) — — — — — — • 
tang a 

Per questo mezzo , vedesi che i due termini inco- 
gniti nell’equazione proposta si riducono ad un solo, donde 
è facile di determinare 1 ’ angolo C. 

5 .® Il lato c si troverà per 1 ’ equazione 

sen a sen C 

sen c — , 

sen A 

Si può ancora determinarlo direttamente per la ri- 
soluzione dell’ equazione 

R cos b cos c -j- cos A sen b sen c — R* cos a. 

Per ciò, sia 


R cos b sen <p 
cos A sen b = 

COS tf 


ovvero 


cos A tang b 

tang ? = , 

R 


si avrà 
cos b 

— — ( cos c cos q> -f- san c sen <p ) = R cos a. 

COS (f 


Dunque } in cercando prima 1’ ausiliario <f per 1’ e- 
quazione 
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tang <p = 


cos A tang b 
R 


si avrà il lato c per 1’ equazione 

cos a cos <p 


cos ( c — <p ) = 


cos b 


Questo secondo caso può avere due soluzioni, così 
i casi analoghi dei triangoli rettilinei. 

TERZO CASO. 


LXXXV1. Essendo dati due lati a eh coni' angolo com- 
preso C, trovare gli altri due angoli A e B ed il terzo lato c. 

l.° Gli angoli A e B si trovano per queste due 
equazioni 

cot a sen b — cos C cos b 

col A = — 

sen C 


cot B = 


cp( b sen a — cos C cos a 
sen C 


pelle quali i secondi membri potrebbero essere ridotti ad 
un sol termine per mezzo di un angolq ausiliario, ma è 
più semplice, in questo caso , di servirsi delie analogie 
di Nepero, le quali danno 

1 

sen — (a — b) 

A-B i 2 

tang = cot — C. 

2 2 4 

sen— («* + à ) 

' 2 
4 

cos — ( a — b ) 

A-f-B 1 2 

tang — = cot — C. — • 

2 2 1 

cos — ( a b ) 
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•i , „ 2 '” f? uoscen *> gl* angoli A e B, si potrà calcolare 
il terzo lato c per 1 equazione 


sen c= sen a 


sen C 


sen A 


ma per determinare c direttamente, si à 1’ equazione 
R 1 cosc = sen a sen b cos C + R cos a cos b. 

Sia preso 1 ausiliario 9, in modo che abbiasi 
sen b cos C = cos b lang 9, 


ovvero 


si avrà 


cos C tana b 
iang 9 = ? 


cos b 

cos c — cos ( a — 9 ). 

cos 9 


QUARTO CASO. 


LXXXVII. Essendo dati due angoli A e B col lato 
adiacente c, trovare gli altri due lati a e b, ed il terzo 
angolo C. 

I. 1 due Iati a e b sono dati per le formale 

col A sen B - 4 - cos B cos c 
col a— J 

sen c 

cot B sen A 4 - cos A cos c 

cot b = - 

tene 

ma si possono calcolare più facilmente per le analogie 
di Nepero, cioè : 

A+B A — B 1 a — b 

sen ; sen ; ; tang — c ; tang 

2 2 2 2 

Legendre Trigonom. • 15 
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A B A — B 1 8 “• J 

cos — : cos :: tang — c : fan^ } 

2 2 2 2 

2.° Conoscendo « e i, si troverà C per f equazione 

sen c seti A 

seti C = » ma si può ancora trovare C diret- 

sm a 

tamente per 1’ equazione 

R* cos C= cos e seti A sen B — R cos B co » B. 
Prendasi 1’ ausiliario f , in modo diè abbiasi 

cos c tang B 

cos e sen B = co* B cot*} , ovvero col ? ss , 

R 

si avrà 

sen ( A — <? ) 

cos C = cos B. . 

sen <p 

Questo caso ed il precedente non lasciano alcuna in- 
determinazione 


QUINTO CASO. 

LXXXVlil. Essendo dati due angoli A e B eoi lai a 
a opposto ad uno di questi angoli , trovare gli altri duo 
lati b, c, ed il terzo angolo C. 

1. " 11 lato b si troverà per l’equazione 

sm B 

senb= stn a . . 

sen A 

2. ° Il lato c dipende dall' equazione 

cot a sen c — cos B cos c ss coi A sen B. 

cos <p cos B tang ts 

Sia cot a = cos B ovvero tang * ss — , 

sen? R 

si avrà 
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cos B 

( sene cos 9 — cos e seti <p ) r= col A «fin B; 

seti <$ 

dunque 

tang B sen tp 

«e» ( c — <p ) = . 

tang A 

3.° L’angolo G si troverà per la risoluzione dell’equa- 
eione 

cos a sen B se» G — R cos B cos G = R* cos A. 

Sta per ciò 

R cos B cos <f cos a tang B 

cos a sen fi = , ovvero cot ip = , 

sen (p R 

si avrà 
cos B 

( sen C cos t — cos C sen 9 ) = R cos A ; 

sen «p 

dunque 

cos A sen *p 

sen ( C — <p ( = • 

cos B 

Questo quinto caso è, Come il secondo, suscettibile 
di due soluzioni, similmente a ciò che à luogo nel caso 
analogo dei triangoli rettilinei. 

SESTO CASO. 


LXXXlX. Essendo dati i Ire angoli A, B, C, si tro- 
verà un lato qualunque , per esempio, il lato opposto al- 
l' angolo A, per la formala 


sen 


- a = R V[' 


\ i 

— cos - (A+B-j-C) cos — (B+C- A) 
2 2 


sen B sen C 


]■ 
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Si può osservare che di questi sei casi generali i 
tre ultimi potrebbero dedursi dai tre primi, per la pro- 
prietà dei triangoli polari } di maniera che propriamente 
parlando, non vi sono che tre casi differenti nella riso- 
luzione generale dei triangoli sferici. Il primo caso si 
risolve per una semplice analogia, come i triangoli ret- 
tangoli ; il terzo si risolve di una maniera semplicissima 
per le analogie di Nepero", il secondo poi esige due a- 
nalogie, ed ammette ancora qualche volta due soluzioni, 
nel mentre che il primo ed il terzo non ne ammettono 
che una sola. 

XC. Per distinguere nel secondo caso se, per valori 
particolari dati di A, a, ò, vi sieno due triangoli che soddis- 
fino alla qnistione od uno solamente ; suppongasi pri- 
mieramente 1’ angolo A < 100°, e sieno prolungati i due 
■ «.lati AC, AB {fig.i 6) fino a che s’ incontrino di nuovo in A'. 
Se prendasi 1’ arco AC < 100° ed abbassisi CD perpendi- 
colare sopra AB, i lati AD, CD del triangolo rettangolo 
ACD, saranno tutti e due minori di iOO 0 , la linea CD 
sarà la minore distanza del punto C all’arco AB -, e pren- 
dendo DB' =DB, le obblique CB', CB saranno eguali e 
tanto più lunghe quanto più si allontanano dalla perpendi- 
colare. Sia AC =&, CB-.a, si vede dunque che un triangolo 
nel quale si à A < 100°, b < 100% ed a < 6, à necessa- 
riamente due soluzioni ACB, ACB' ; ma se, supponendo 
sempre A e 6 minori di 100°, si à a > 6, allora il punto 
B' passerebbe al di là del punto A , e non vi sarebbe 
che una soluzione rappresentata per ABC. 

Sia in seguito AC' > 100°, se si abbassi la perpen- 
dicolare C'D' sopra ABA' si avrà similmente C'O' <A'C / , 
e 1’ arco C'B'", condotto fra D' ed A', sarà > C'D' e > 
C'A' -, dunque se si fa AC' = 6, C.'iì" — C'B'" = a, si 
vede che la supposizione A < 100" eò > 100° darà due 
soluzioni se a -f- b < 200, e ne darà una se a -j- 6> 
U00” , poiché allora il punto B'" passerebbe al di là di 
A'. Ragionando similmente il caso ove 1’ angolo A è > 
100’, si potranno stabilire ancora le condizioni che de- 
terminano se , nel secondo caso , la quislione ammette 
due od una soluzione. 



v- 

''v. 
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una soluzione, 
due soluzioni. 

una soluzione, 
due soluzioni. 


A >100% 6 <.100 


„( a-{-6>200° . 
(a-f-&<200® . 


due soluzioni, 
una soluzione. 


A >100%6 >100°[®>J 


due soluzioni, 
una soluzione. 


Non vi sarà che una soluzione se si à A = 100% 
sia a = ò , sia a -f- b = 200°. Ve ne saranno Sue sé 
si à b =z 100°. 

XCI. Questi medesimi risultamenti possono applicarsi 
al quinto caso per mezzo del triangolo polare, e se ne ri- 
caveranno le seguenti condizioni, che faranno conoscere se 
per valori dati di A, B, a, vi sono due triangoli che sod- 
disfino alla quislione, o pure non ve ne sia che un solo. 


a >100% B> 100" 


(A<B 

(A>B 


a 


>100% B< 100 


,(A+B<200° 

(À+B>200° 


«<100% B > 100 


,(A+B<200° 

(A-fB>2J0° 


«< 100% B< 100^<!| 


una soluzione, 
due soluzioni. 

una soluzione, 
due soluzioni. 

due soluzioni, 
una soluzione. 

due soluzioni, 
una soluzione. 


Non vi sarà che una soluzione se una dell’ eguaglianze 
seguenti à luogo ; a = 100% A=:B, A4*B=200”. Ve ne 
saranno due se B=100°. 

X(,U. In tulli i casi per separare le soluzioni inulili 
o false, bisogna ricordarsi, l.° che ogni angolo ad ogni 
lato dev’essere minore di 200.° 

2.® Che i maggiori angoli sono opposti ai Iati mag- 
giori, in modo che, se abbiasi A>B, bisogna che si ab- 
bia ancora u>6, e viceversa. 
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ESEMPÌ DELLA RISOLUZIONI? BEf TRIANGOLI SFERICI. 

lS< XCIII. Esempio L SienoO, M, N ( fig. 45) Ire punti 
situati in un piano inclinato all’ orizzonte ; se da questi 
tre punti si abbassino le pprpendicolari OD , Mm , Nn, 
sopra al piano orizzontale DEF, gli oggetti situali in O, 
M, N, dovranno essere rappresentati sopra il piano oriz- 
zonlale dalle loro proiezioni D, m, n , e I’ angolo MON 
da mDn. Ciò posto , essendo dato l’ angolo MON , e le 
inclinazioni dei suoi due lati OM, ON sopra la verticale 
OD, si tratta di trovare p angolo di proiezione mDn. 

Dal punto 0 come centro e con un raggio = 1, de- 
scrivasi una superficie sferica che incontri in A, B, C i 
lati OM, ON e la verticale OD, si avrà un triangolo sfe- 
rico ABC, del quale i tre lati sono conosciuti ; si potrà 
dunque determinare P angolo C eguale a w»Dn per la for- 
inola del primo caso. 

Sia per esempio l’angolo MON = AB=6 1° 44' 60" ; 
T angolo DOM = AG =98'* 12' e P angolo DON = BC = 
405° 42', si avrà per la forinola citata 

1 sm 28° 57' 30" sen 35° 87' 30" 

<en’ — C = lt* , 

2 sen 98* 12' «e» 103° 42' 

Valore che si calcolerà così : 

L. sen 28*57'30" 9, 6373056 L.sen 98°12'.. 9,9908406 

i,. sen 35’87'30"....9, 7276562 L.sen 195“42".. 9, 9984242 


Somma + 2 L. R... 19,3650518 19,9982348 

49,9982348 

1 

2 L. sen — C. . , 19,5668170 
2 

4 l 1 

L. sen- C. . . . 9,6834083 ( - C = 52” 4' 70" . 5 

2 l 2 G = 64 9 41 

Dunque l’angolo 64“ 44/ 60", misurato in un piano 
inclinato all’ orizzonte, si riduce a 64" 9' 41", allorquando 
ò proiettato sopra un piano dell’ orizzonte. 

Questo problema è utile nell’ arte di levare i piani, al- 
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lorquando i punir che voglionsi determinare sieno situali 
ad altezze sensibilmente differenti al di sopra dello stesso 
piano orizzontale. 

XCIV. Esempio II. Conoscendo le latitudini di due 
punti del globo, e la loro differenza in longitudine, tro- 
vare la loro minor distanza. 

S’immaginerà un triangolo sferico ACB ( fìq . 14) for- Fif , 
mato dal polo boreale C, e i due punti A e il dei quali 
trattasi ; in questo triangolo si conosceranno l’ angolo al 
polo ACB, che è la differenza in longitudine dei due punii 
A e B, e i due Iati compresi AC, CB che sono i comple- 
menti delle latitudini dei punti A e B. Si determinerà dun- 
que il terzo lato AB per le formole del caso terzo. 

Siene, per esempio, A e B gli osservatori di Parigi 
e di Pekino-, la latitudine boreale di uno di questi luoghi* è 
di 54° 26' 36», quella dell’altro è di 44° 33' 73», e la loro 
differenza in longitudine è di 126° 80' 56". Così si avrà 

« = 45° 73' 64» 

è = 55 66 27 

C = 126 80 56. 

Con quest» dati si avranno , per determinare c , le 
formole 

eos C tang b cos b cos ( a — «p ) 


tang <f == , cos c=z , . 

R cos «p 

delle quali eccone il calcolo : 

L. cos C 9,61143521 

L. tang b 10,0776707 


L. tang «p 9,6891059. 

L’ angolo «p che danno le tavole per mezzo di questo 
logaritmo-tangente è 28° 94' 23». Ma bisogna osservare che 
cos C è negativo, e perciò tang <p essendo negativa, si dee 
prendere «p = — 28° 94' 23», ciò che darà a — « = 
74° 67' 87». 

Ciò posto, osservando che cos {a — ? ) = cos ? , si 
compirà il calcolo come segue ; 
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L. cos ( a — <p ) . 9,5880938 

L. cos b 9,8071933 

19,5952891 

L, cos <p ............ 9,9334823 

L. cos c ............ 9,4418068. 


Dunque la distanza domandata c=r82° 16' 03". Que- 
sta medesima distanza può esprimersi in miriametri per - 
821, 605; poiché un miriametro è la lunghezza di un 
arco di dieci minuti , ed un metro è quella di un arco 
d’ un decimo di secondo. 

XCV. Esempio 111. Per dare un esempio del quinto 
caso, propongasi di risolvere il triangolo sferico nel quale 
si conoscono i due angoli A = 78° 50', B = 54° 0', ed 
il lato opposi o ad un di essi a = 99° 2047". Per mezzo 
di questi dati, si trova giusto il quadro dell’articolo XC1, 
che non vi debba essere che una sola soluzione -, perchè 
si à nello stesso tempo a < 100°, B < 100°, ed A >B. 
Ecco il calcolo di questa soluzione. 

2.° 11 lato b si troverà per la formola 


seti B 

sen b ~ seti a . 

sen A 

L. sen a 9,9999639 

L. sen B 9,8751236 

10— L. sen A 0,0252525 

L. sen b .....'. 9,9003440. 

Ciò che dà b 58° 50' 14" ovvero il suo supple- 
mento 141° 49" 86"; ma poiché 1’ angolo B è < A, bi- 
sogna che il lato b sia < a,' cosi il primo valore è il 
solo che possa aver luogo. 

2.° Per avere il lato c si deve fare 

cos B tang a 
tang <p == 

tang B sen <p tang B cot A sen ? 

sen ( c — < p ) = = - — * 

tang a R’ 
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L. sen <*>. . . 0,9999220 

L. cos B. . . 9,8204063 L. lang B-^-L. R. 0,0547193 
h. tang a — L.R. 1,9016731 L,. col A , , . 9,5455236 

M. lang 9 . , 1 1,7220794 l. ten ( c — cp) 9,6001649 

<? =z 98° 79' 88". 8 c — 9 = 26° V 70". 5. 

Si può qui a piacimento prender per c — <p il valore 
26’ 7' 70". 5, ovvero il suo supplemento 175° 92' 29". 5; 
ma p elidendo questo secondo valore, si avrebbe c >200°, 
così bisogna tenersi al primo , il quale dà c ss 124 u 81' 
99". 3. 

3.° Finalmente, per calcolare direttamente l’angolo C, 
poi prenderemo le forinole 

cos a tang B 

col 4 = — , 

R 

cos A sen 4 
sen ( C — 4 ) = . 

cos B 

L. sen 4 ... . 9,9999563 
L. cos a ... . 8,0982928 L. cos A ... . 9,5202711 
L.lang B — L. R. 0,0547193 L. R.- L. cosB. 0,1795937 

L. col 4 8,1530121 L. sen ( C-4 ) 9,6998211- 

4 = 99° 9' 45". 5 C — 4 = 53° 40' 45". 5 

4 = 99 9 45. 5 

C = 132 50 0. 0 

Non si è potuto prendere per C — 4 >1 supplemen- 
to 33° 40 1 45". 5, perchè il risultamento sarebbe sta- 
to per C un valore maggiore di 200°. Così vedesi che 
iu effetti il problema proposto non è suscettibile che di 
una soluzione. 

Nota. Se si fa uso dell’antica divisione del circolo 
per calcolare questi esempi , gli angoli dati 0 calcolati 
saranno espressi come segue. 

Lkgbnobk Trigonom. 44 
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Esempio 1. Angoli dati : MON = 58° O 1 5" 

DOM = 8r 18' 28»'. 8. 
DON = 94° 52' 40". • 8. 
Angolo calcolato : C = 57° 41' 4". 9. 

Esempio li. Angoli e lati dati : a = 41* 9 1 46" 

b = 50° 5' 47". 

C = 114° V 30". 
Lato calcolato : e = 73* 46' 40". 


Esempio III. Angoli e lati dati: A = 70° 39' 

B = 48* 36' • 
a = 89° i & 53". 5. 
Angoli e lati calcolati: b = 52 u 39' 4". 5. 

c = 112° 20' 16". 6. 
C = 119° 45' 0". 



'/! 
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APPENDICE 


CONTENENTE LA RISOLUZIONE DEI DIVERSI 
CASI PARTICOLARI DELLA TRIGONOMETRIA. 


XCVL La risoluzione dei triangoli, come precedente- 
mente si è esposta, non lascia cosa a desiderare relativa- 
mente alla generalità. Purtuttavolta vi sono alcune circo- 
stanze ove puossi, con vantaggio, sostituire soluzioni par- 
ticolari a soluzioni generali, sia per abbreviare i calcoli, 
sia per rendere i resultamene più esatti e più indipendenti 
dallo errore delle tavole. Ora noi risolveremo alcuno di 
questi casi particolari, e scegliendo quei che più frequen- 
temente si usano , e che danno forinole più interessanti. 

Noi continueremo ad indicare con A, B, C gli angoli 
del triangolo proposto, rettilineo o sferico, e con «, ft, e, 
I lati che gli sono rispettivamente opposti. Noi supporremo 
di più il raggio delle tavole = ì, ciò che non altera la 
generalità dei resultamenti. Gli angoli A, B, C, sono e- 
spressi nel calcolo , sia da’ gradi , sia dalle lunghezze 
assolute degli archi che gli misurano, questi archi essen- 
do presi nel circolo, il cui raggio è 1. Se un angolo od 
un arco x è piccolissimo, potrà mettersi in vece di seti 
x cos x, i loro valori in serie, cioè : 

x 5 

seti x =x 1- ecc., 

1 . 2 . 3 

x % 

cos x — 1 1- ecc» 

1.2 
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ma allora x debb* 'essere espresso in parti del raggio. Uo 
arco essendo trovato in parli del raggio, per avere tt suo 
valore in minuti, bisogna moltiplicarlo per il numero dei 

20000 

minuti compresi nel raggio •, questo numero è = 

* 

6566, 1977237, ed il suo logaritmo = 5, 803880I2297‘ 

. » / . . 

§. 1. Dei triangoli rettilinei , dei quali due angoli 
sono picciolissimi. 

XCVII. Suppongasi che gli angoli A e B sieno piccio- 
1 issi ini, e per conseguenza C ottusissimo, si potrà fare 

\ 

sen A = A — — A 5 , 

6 


«enB = B B 5 , 

6 


sen C = sen ( A+B ) = A+B ( A +C )*. 

9 

Se dunque si conosce il lato e con i due angoli adia- 
centi A e B , si troveranno' gli altri due lati per le 
formole 

c sen A c sen B 

sen ( A-f-B ), sen ( A-f-B ) 

le quali , sostituendo i valori precedenti e riducendo , 
divengono 

c A r 2 AB+B 1 -, 
a = - — | * + 

A + B L 6 J 

c B A*+2AB n 

I i + \ 

A_l.il L fi -I 
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ft 

o + 6 — css*— c AB. 

2 

Questi valori sono esatti sino a che non contengono 
quattro dimensioni in A e B. 

v XCVIU. Suppongasi in secondo luogo che sienodati i 
due lati a e b , con 1’ angolo compreso C = « — o, 
essendo piccolissimo. Avremo primieramente 

1 

c*=o*+6*+2o6 cosd=o*+6*=2a6 (2 6 a )=(a+6)*~ aiò'j 

2 

dunque , 

1 a6o* 

e = o + 6 . — . 

2 o+6 

In seguito P angolo A si troverà per Y equazione 

a a 

sen A = — seti C = — sen 6, 
e e 

donde ricavasi, in sostituendo il valore di c in quello di 
sen d , 


° / * ab 1 ofl ab—a'~b* 

senA= ( 6+ — . 6» o' ) = ( {_) 

o+6 v 2 (a+6) a 6 / a+6^ (o+6) a 

Dunque 



\ aò a=b ) 6* 

A=rsmA-j — sm 5 A= 1 . — . 

6 o+6 (o+6) a 6 

Donde dedurrebbesi il valore di B, in permutando fra 
loro lo lettere a e 6 ; ma A essendo conosciuto si à im- 
mediatamente B = 0 — A. Se 6 è dato in minuti , 
per avere A espresso ancora in minuti, bisognerà, nel- 
le forinole precedenti, sostituire , in luogo di A e 0 , i 

A e 

rapporti — , — , R essendo il numero dei minuti coni- 
li B 
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presi nel raggio. 

Si avrà ancora 

■■ 1 "• 

— ab 

e = a + 6 - - f y ) 

o+6 ' R J 

a - --- r i j- b ~i- ( « Vi 

. o+6 L + 6(a+6)* v R / J 

XCIX. Per dare un esempio di queste formole , sia 
a = 1000” , 6 = 2400” , C = 199° 32' ovvero # = 
68', si avrà 

1200000 xfiON» 

o + 6 - c ( l 8 ) = 0,037806-, 


3400 


donde 


c — 3399 ,962194. 

In seguito si à, per una prima approssimazione, 

a ù 

A = = 20', 

e a+6 

B = 6 — A = 48' ; 
ma la forinola intiera dà 

_ 2400X1400 

A = 20' | 1 T - M =19',999S8946, 

L 6(3400)* . X R / J 

e per conseguenza 

B = 48', 00011054, 

valori che debbono essere esalti fino airultima decimale. 



V 
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§. 2. Risoluzione del terzo caso dei triangoli rettilinei 
per le serie. 


C. Essendo dati i due lati a e b e l’ angolo compre- 
so C, per trovare I’ angolo B, si à la proporzione 

6 : a : : sen B ; sen ( B -{- C ) , 
la quale dà 

a sen B = b ( sen B cos C -f cos B sen C ), 
e per conseguenza 

«e«B b sen C 
— ■■ ■ " • 
cosB a—bcosC 

Se in questa equazione si mette in luogo de’ seni e 
coseni i loro valori in esppnenziali immaginari i ( XXXV ), 
si avrà 

By— i — bV— i cy/— i -cV-i ) 

e — e b ( e —e 

BV— 4 — BV— 4 Cy/— 1 -CV— 4 ] 

e -f e ' 2 a — b (e -f e 

donde ricavasi 

2bV— < — cyi 

e a— he 

cy-4 

a~be 


Prendendo i logarilmi di ciascun membro, e svilup 
pardo il secondo in serie con la conosciuta formola 


L(a — ar) = Lo 
si avrà 



x s 

eoe., 

3a 5 


2BV— 1: 


b cy 

: — e 
a 


ì b » 

H 

2«» 


2cy~i 

e 



3CV- 

0 


-fece. 
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b — lV— 1 6* — 2CV-1 6 J — 3CV — 1 

— — e — — — t — - e — etc. 

a 2 a 1 3a s 

Dunque dividendo per 2y^ 1, ed osservando che 

mCy 1 — mCy — 1 

e —e =2y — IsenmC, 

si avrà 

b b * 6 J 6 4 

B=— senC-j — — sen2C+ _ sen3C-j sen4C+ecc. 

a 2o* Sa 5 4a 4 

Questo è il valore dell’ angolo B, espresso in parti 
del raggio, per una serie della quale la legge è sempli- 
cissima, e che sarà tanto piu convergente quanto b sarà 
più piccolo per rapporto ad a. 

Il valore trovato debbe soddisfare ancora all’ equa- 
zione 

4 a+6 4 

tang ( B -j C ) = tang — C, 

2 o—6 2 

la quale è la medesima di 

1 0-64 ,j 

tang — ( A— B ) == cot — C ; 

2 P o+6 2 

e che non differisce che ia quanto alla forma dall’equa- 
zione 

seti B b sen G 

cos B a—bcosG 

CI. L’ angolo B essendo cognito , si avrà il terzo 
angolo A = 200° — B — li Quanto al terzo lato ? , 
esso dipende dall’ equazione 

c* = o 1 — 2 a b cos C + 6% 

la quale dà, estraendo la radice, • 
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b 1 6 S - 

c=a- 6 cos C H sen 1 C -J ien 1 C cos C - ecc. 

2a 2a* 

Ma questa serie non à un andamento regolare, e non 
può a piacimento continuarsi. Al contrario, si può tro- 
vare una serie semplicissima per il valore del logarit- 
mo iperbolico di c. Infatti, è facile vedere, che la quan- 
tità 

cV-i -cy/-i 

o 1 — 2a b cos C -J-ò*=(a — be ) ( a — be )■, 

poiché il prodotto sviluppato di questi due fattori dà 

c V - 1 - c V- 1 

a*— ab ( e e ) + b* , 

ovvero 

a* — 2 ab cos C 6*. 

Si à dunque 

cV- i -cV« 

c*=: (a — be ) (a— be ) ; 

prendendo i logaritmi di ciascun membro, sarà 

b C^—\ ò 1 2CV— 1 b s 3CV— * 

2Lc=Lo e e e —ecc. 

a 2 a* 3a 3 

b -(V— 1 i 1 -2CV-1 à s — 3CV— 1 

+La- — e — 2 e e • — ecc. 

a 2a’ 3a 3 

Dunque riducendo di nuovo , per mezzo della for- 
inola 

mC^—ì —my'—l 
e -J- e = 2 coi m C, 

si avrà 

6 6* fc 3 

L c — La — — cos C — cos 2C — cos 3 C — ecc. 

a 2a* 3a J 

Legemobb Triqonom . 15 
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serie non meno elegante di quella che dà il valore di B-, 
bisognerà moltiplicare i termini algebrici pel modulo 
0,43429448, se si vuole, die i logaritmi sieno quelli delle 
tavole ordinarie. 


§. III. Risoluzione del terzo caso dei triangoli sferici 
per le serie. 

GII. Si è osservato nel paragrafo precedente, che ii 
valore di a?, avuto dall’ equazione 


m -j- n I 

tang x = tang — C, 

tn — n 2 

può esprimersi per questa serie 

1 n n 1 «j 

C-f-— senC-f sen 2 C-J se«3C-f- ecc. 

2 tn 2 m 1 5m s 

Ora in un triangolo sferico, ove si conoscono i due 
lati a e b e I’ angolo compreso C, si à, per le analogie 
di Nepero ( LXXXY1 ) , 



Il 11 
sin— a cos— b -j-cos— a sen — b 
2 2 2 2 


Il 11 

sen— a cos — b— cos— a sen— b 
2 2 2 2 


tang— C 



2 
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11 11 

cos— a cos — b — sen — a sen— b 

2 2 2 2 1 

— tang- C. 

11 112 

cos — a cos — b + sen —a srn — 6 
2 2 2 2 

Dunque, in virtù delia forinola precedente e suppo- 
nendo sempre b > a, si avrà 

1 1 
tang — tang * — b 

A- B 12 2 

=100° C ■ — sen C srn2C 


2 1 
tang — a 

1 

*an<7* — b 
2 


2 tang 1 — a 
2 


— sen 3 C — eoe. 


tang* — 6 


-sen 2 C 


Slang* — a 
2 

1 

tang — 6 

A+B 1 2 

=100° — — C-| sen C — 

2 2 1 1 

col — a 2 col * — « 

2 « 

1 

tang*— è 

2 

-f- sen 3 C— eoe. 

1 

3 col * — a 
2 

Serie, delle quali la legge è semplicissima, e che saranno 
tanto più convergenti, quanto b sarà più piccolo. La prima 
è sempre convergente, poiché si suppone b <a-, la se- 

1 1 

«onda lo sarà ancora, se si à tang — b <^cot — a, co 


vero a -f- b < 200. 
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\ 

2 


1 

sen 1 — a 

2 


1 

cos 1 - a 

2 


m 

Essa sarebbe divergente e falsi se si avesse a-f-^200% 
ma questo caso può evitarsi , poiché la risoluzione 
del triangolo BEA ( fig. 11 ) nel quale si avrebbe CA-f* 

CB > 200°, si riduce sempre a quella del triangolo A'CB' 
nel quale si à CA'-j-CB'> 200°. Del rimanente, la seconda 
serie è nella sua maggiore convergenza quando a e b sono 
ambitine piccolissimi -, allora il terzo lato c è pur esso pic- 
colissimo , poiché si dee avere c < a -f- b , ed il tri- 
angolo sferico differisce pochissimo dal triangolo piano ; 
in questo caso l’eccesso dalla somma dei tre angoli sopra 
due angoli retti si esprime cosi : 

A-fB-|-C— 200°= ‘ 

1 i 1 1 i 

lartg — a lang — b sen C lang * — a ( ang 1 — b sen 2 G 

2 2 2 2 2 

t 1 i 

-( lang 5 — a t ang 1 — b sen 3 C — ccc. 

2 2 2 

CUI. Per trovare il terzo Iato c del triangolo pro- 

posto, si à i’ equazione 

cos c= con a cos b -{- sen a sen b cos C, 

dalla quale è facile dedurne le due seguenti : 

1 

sen 5 — c= 

2 

\ tilt 1 \ 

cos " — b — 2 sen — a cos — b cos — a sen - b cosC-j-cos ’ — a sen* 

2 2 2 2 2 2 2 

f 

1 

COS * — C — 

2 

1 \ \ \ \ Il 

cos’ — A -}-2cos — a cos - bsen — a sen — b cosC-^sen* —a sen 1 — b. 

2 2 2 2 2 2 2 

i 

Dalla forma di questi valori vedesi- , che sen — epuò 

o 


Digìtized by Google 



117 

sere riguardato come il terzo lato di un triangolo rettilineo 

1 1 1 

nel quale si avrebbero i due lati cogniti sen—, a cos—b^os—a 

1 4 

sen — 6 e l’angolo compreso O, similmente cos — cè il ter- 


zolalo di un triangolo rettilineo, del quale due lati sarebbero 

1111 

cos — acos — b,sen—a sen—b , e l’angolo compreso 200°— »C. 
2 2 2 2 


Dunque si à, dalla forinola trovata per i triangoli ret- 
tilinei (CI), 

v 11 

tang — b tang'— b 

1 .11.2 2 

sen — c—log [ sen — a cos — b ) cos C cos 2C — ecc. 

2 ^ 2 2 ' 1 1 

tang — a 2 tang* — a 
2 2 

1 1 



tang—b tang' — b 

1 2 2 

— b ) "1 cos C cosSC+ecc. 

2^1 1 

col — a Hcol' — a 

2 2 


Bisogna ulteriormente osservarsi, che siccome ciascun 
dei triangoli rettilinei dei quali si è trattato può risolversi 
per mezzo di un triangolo rettilineo rettangolo, si può di- 
rettamente ridurre la risoluzione del triangolo sferico pro- 
posto a quella di un triangolo rettilineo rettangolo. 

• 1 

Per questo mezzo si à che sen — c è l’ipotenusa di 

2 


un triangolo rettangolo, del quale i lati sono 

1 1 

sen — (a -\-b ) sen — C 
2 2 
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* 1 

sen — ( a — b ( cos — C. 

' , 2 2 

1 

Similmente cos — c è l’ipotenusa di un triangolo ret- 
tangolo, del quale i lati sarebbero 

1 . t 

cos — ■ ( a — 6 ) cos — C 

2 2 


e 

1 t 

cos — ( a + 6 ) sen —C. 

2 2 

Di piuj se si chiami M l’angolo che nel primo trian- 

1 1 

golo.è opposto al lato sen — - (a — 6) cos — C, e nel secondo, 

2 2 


{ 1 

N l’angolo opposto al lato cos — ( a - b ) cos — C, ne 

2 2 

resulta dalle analogie di Nepero, che si avrà 
A-B A+B 

— — - = M, ed = ovvero = 200“ — N ; 

- 2 

cioè : 

A+B 

— = N, se a + b < 200“ , 

2 

ed 

A+B 

— — - = 200° — N, se a + b > 200’. 

2 
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Dunque in ogni triangolo sferico, ove si conoscono due 
Iati a e b e 1’ angolo compreso C, si può trovare direi- 

1 A+B A-B 

tamente ciascuna delle quantità —c, - — , per 

2 2 2 

la risoluzione di un triangolo rettilineo rettangolo ove si 
conoscono i due lati e 1’ angolo retto. 

Resulta pure da ciò, che avendo trovato P angolo M 

A— B 

ovvero per la forinola 

2 

1 

sen — ( a — b ) 

2 i 

lang M == col — C, 

1 2 

sen — ( a -j- 6 ) 

2 

si puè calcolare il terzo Iato per la forinola 

Ili 4 

sen — ( a—b)cos — C sen — (a4-b) sen — C 
1 2 2 - 2 2 

sen — c = = . 

2 sen M cos M 


N- B. Le forinole trovate in questo paragrafo facil- 
mente si applicheranno alla risoluzione del quinto caso 
dei triaugoli sferici , poiché qnesto può rapportarsi al 
terzo, per la proprietà del triangolo polare. 


§. IV. Risoluzione di un triangolo sferico , del quale due 
lati sono poco differenti da 100°. 

CIV. Sieno a e b i due lati dati, poco differenti da 
100° -, si propone di determinare l’angolo C per mezzo 
dei tre lati o, b, c. 

Se i lati a e 6 fossero esattamente eguali a 100% 
si avrebbe C=c: dunque a e b differendo pochissimo 
da 100°, P angolo C avrà per misura un arco pochissi- 
mo differente da c. 


Sia a = 100° + *, 6, = 100° -}- c, C = c -{- x ; 
se si sostituiscono questi valori nell’ equazione 


co t C =- 


cos c — cos a cos b 
sen a sen b 
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si avrà 

cos c — seti a sen t 

cos ( c x ) — 

cos « cos € 

Ma poiché oc e e si sono suppósti piccolissimi, si può, 
lasciando solamente i termini ove * e « s’ elevano al 
quarto grado, fare 

• sen * sen t = «e , 

c * 

COS a cos e = 1 , 

2 2 

ciò che darà 

cos c — «c 1 1 

cos(c-fa;)+ — =(l-j — «H — c a )cosc—t*e. 

11 2 2 

1 «» e 

2 2 

Ora, tralasciando il quadralo di x, si à 

cos ( c -f" x ) = cos c — x sen c ; 

dunque 1 

«e— — (or'-J-e 1 ) cos c 
2 

x ~ — • 

sen c 

E poiché x è del second’ ordine per rapporto ad « 
e e , vedesi che le quantità trascurate in questo valore 
sono quelle del quart’ordine. 

Sia 

1 1 

- (*+«) = !»,-(*-<) = }, 

2 2 


ovvero 

* = P + ?> C = P~?> 
s} avrà sotto una forma più semplice. 


' »• 
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. l—cpsc N , l+COS c \ 1 t 

$=p'( — )-?’( — j—p'iwg — c— y’cqt— c. 

' *cn c ' ' sene ' ‘ % % 

Queslo valore è espresso in parti del raggio-, ma co- 
me nella pratica p e q sono dati in secondi, se si vuole 
clic op sia espresso ancora in secondi, bisognerà fare 

p 1 I 0* 1 

sp = — tana — c — — col — c, 

R 2 R 2 

R essendo il numero de» secondi contenuti nel raggio j 
pumero, il cui logaritmo = 5, 8038801. Conoscendo pp , 
si avrà 1’ angolo cercato C = c-j- 

La formola die abbiamo trovata è utije nelle opera- 
zioni geodesiehe per ridurre all’orizzpnte gli angoli os- 
servati in piani inclinati; essa è più facile, edimanda tavo- 
le meno estese che la formola del caso primo dei trian- 
goli sferici, dei qual} noi abbiamo dato ùn esempio (n/t 
03 ). ' 

Frattanto, se 1’ elevazioni e depressioni * e £ fosserq 
superiori a due o tre gradi, sarebbe meglio far pso de} 
metodo generale, 

§. y. Risoluzione dei triangoli sferici, dei quali i lati sonq 
piccolissimi per rapporto al raggio delia sfera, 

CV. Allora quando i lati p, b , c sono piccolissimi 
per rapporto al raggio della sfera, il triangolo proposto 
è poco differente dal triangolo rettilineo -, e consideran- 
dolo come tale, se ne può avere una prima soluzione con 
approssimazione-, ma si tralascia in queslo modo l’eccesso 
della somma degli angoli sopra 200°. Per avere una solu- 
zione più approssimala, bisogna tener conto di quest'ec-r 
cesso, e ciò può facilmente eseguirsi per mezzo di un 
principio generale, che qui in appresso dimostreremo. 

Sia r il raggio della sfera spila quale è situalo il 
proposto triangolo ; se s’ immagini un triangolo simile 
tracciato sulla sfera, della quale il raggio è 1, i lati di 

a b c 

questo triangolo saranno — , — , — , e si avrà 

r r r 

Lbgbndbb Trigonom, 46 
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a b e 

cos cos cos — 

r r r 

cos A — — . 

6 c 

sen — sen — 
r r 

Ma poiché r è grandissimo per rapporto ad a, 6, c , 
si avrà in una maniera molto approssimata ( XXXV ) 
a a* a 4 

r 2r* 2.3.4r 4 ’ 

b b 1 64 

r 2r* 2.5.4r 4 

C C* C 4 

r 2r* 2.5.4i-4 

6 6 6 * 

r r 2 .ór 3 * 


c c c 3 
r r 2. ór 3 

Sostituendo questi valori nell’equazione precedente, 
e tralasciando i termini che passano le quattro dimen- 
sioni in a, 6, c, si avrà 


cos A= 


à’-f-c 1 — o* a 4 — 6 4 — c 4 — 

— + 

2r* 24 r4 





6‘c 1 

Ir 4 


Moltiplicando i due termini di questa frazione per 
6*— f-c* 

4 -J- , e riducendo, si avrà 

6r» 


6 5 =c J — a* 

C0sA= — 

%c 


a l >+b l '+c''-2a'b'~2a'c'-Wc* 




423 

Sia ora A' l’angolo opposto al lato a, nel triangolo 
rettilineo nel quale i lati sarebbero eguali in lunghezza 
agli archi a, b, c, si avrà 

6* -f- c a — a* 
cos A' 


2 b c 


e 


4 b 1 c* sen* A' = 2 a* 6 1 + 2a , c 3 -f-2&*c 1 ~ a*__54_ c> 4 
Dunque 

fe c 

cos A = cos A' jen’A'. 

6 r* 

SiaA=A'-f-a;, si avrà, tralasciandoli quadrato di *, 
cos A = cos A' — a; sen A', 


donde \edesi che 


6 c 

* = sen A': 

bf 


b c 

e poiché x è del second’ordine per rapporto a — e , 

r r 

ne segue che questo resultamelo è quasi esatto fino 
alle quantità del quart’ ordine. 

Si avrà dunque 

b c 

A 2 = A' -\ sen A'. 

tir* 


1 

Ma — 6c sen A' è l’area del triangolo rettilineo del 
2 

quale a, ò, c sono i tre Iati, la quale non differisce sensi- 
bilmente da quella del triangolo sferico proposto. Dunque, 
se 1’ una o l’allra arca è chiamata «, si avrà 
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* à 

A = A ; 4- , owcro = A— . 

3 r* 3 r a 

Si avrebbe similmente 

« * 

li' = B , C' = C — , 

3 r* 5r* 

fe ne resulta A* -f“ B' -j- C'$ ovvero 200°= A-f-B-^-C-*— 

« « 

—.Si può dunque considerare — cóme essertelo l’ eccessd 
r* r* 

tirila sminila del Ire angoli di uri triangolo sferico pro- 
posto sopra due angoli retti. Ciò posto, si à questo in- 
teressante teorema che riduce la risoluzione dei triangoli 
sferici piccolissimi a quella dei triangoli rettilinei. 

Essendo proposto un triangolo sferico § del gitale i lati 
Sono piccolissimi per rapporto al raggio d'ila sfera , se 
da ciascuno dei suoi angoli si toglie il terzo dell'eccesso 
dilla gommà dei Ire angoli sopra due retti, gli angoli cosi 
diminuiti potranno esser presi per gli angoli di un trian- 
golo, reUilimo, del quale i lati s>no eguali in lunghezza a 
quelli del triangolo sferico propostos od ih altri termini: 
Il triangolo sferico mollo poco curvò, i cui angoli sono 
A, B, C , ed i lati opposti a , b , c , corrisponde sem- 
pre ad un triangolo rettilineo che à i lati della medesi- 
ma lunghezza a , b , c , ed i cui angoli Opposti sonò 

i i 1 

A *, B *,C ——4, a essendo l'eccesso della som - 

3 5 3 

ina degli ungali del triangolo sferico proposto sopra due 
angoli retti. 

i 

CV1. L’eodesso « ovvero —, che è proporzionale al- 

r* 

V area 'del triangolo, può sempre Calcolarsi a pHori per i 
dati del triangolo sferico consideralo come rettilineo. Se 
due lati b , e sono dati con 1’ angolo ctìmpreào A, si avrà 

1 

1’ area A = — bc sen A; se si dà un lato a ed i due ad- 
2 
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goli adiacenti B, C, si avrà l’area 

1 seti B sm C 

<* = — a 1 . 

2 seti (B+C) 

* „ 

seguito avrassi « = — R , R essendo il numerò 
r* 

dei secondi compresi nel raggio , ed in questo modo • 
sarà espresso in secondi. 

Per applicare queste formole ai triangoli tracciali so- 
pra la superficie della terra, considerala come sferica (1), 
bisogna clic i lati a, b, c, come il raggio della terra r, 
sieno espressi in metri. Óra, poiché il quarto del meri- 

1 

diano - «rè eguale lOtìOOOÒO metri , se ne conchiude 
2 

log r — 6, 8038801. Dunque, se al logaritmo dell’area i. 
espressa in metriquódrati,s’aggiungeil logaritmo costante 
2, 196H9, e si tolgano dieci unità dalla somma, si avrà 
11 logaritmo dell’eccesso c espresso in secondi. 

1 

Conoscendo s si toglierà o si supporrà tolto — «da cia- 

3 

Seuno degli angoli del triangolo sferico proposto, ed allori 
nel triangolo rettilineo formato dai lati a, è, c, e gli an- 

1 i v ì 

goli A' = A s, B' = fc s, C' = C « , si 

3 3 3 

dvranno i dati necessari per determinarne tutte le parti. 
Cosi si conosceranno nello stesso tempo quelle del trian- 
golo sferico proposto. 

CVll. Esempio. Sienó dati l’ angolo C ed i due lati 
c e 6, cióè : 

(1) Nelle operazioni gcodosiche i triangoli sono per lo 
più formati fra tre stazioni inegualmente lontane dal cen- 
tro della terra; ma per alcune riduzioni , si sostituiscono 
ai triangoli osservati i triangoli che resultano dalla pro- 
**•- lezione delle stazioni sopra una medesima superficie sfe- 
rica perpendicolare alla direzione della gravità. 

v i 
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C = 123° 19' 99". 23 
log a z=z 4, 5891503 

log b = 4, 5219271 ; 

1 

la quantità — ab sen C, che rappresenta l’area del lriatì* 
2 

golo, avrà per logaritmo 8,878035, al quale aggiungendo 
2, 19612, si avrà log * = 0,97667, onde • = 9". 48 , 

1 

®d — e—y. 16. Ciò posto, bisogna risolvere il triangolo 
3 

rettilineo nel quale si ànno i due lati a b come sopra , 
e 1’ angolo compreso C' = 123* 19' 96". 07. Perciò 
noi seguiremo il metodo del numero 56, 


a . 4,5891505 lang{<? -50°). • • 8,8878392 

1 

6 ...... . 4^5219271 coi —G ... . 9,8381110 

2 


A'- II' 

long 0,0672252 tang . . . 8,7259502 

2 


A' — B' 

cp = 54* 90' 74". 72 — 5° 38'39".27 

2 


1 

— C' =61 59 98. 03 
2 A' +'15 


1 

100“ C' =38 40 1.97 

2 


2 


= 38 40 1. 97 

A'—H 78 41. 24 
B'=35 1 62. 70 


Basta a determinare il terzo lato c, e ciò si farà per 
1’ equazione 


a sen C' 
sen A' 


ì 
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a .. . 

sen A' . 


. . 4,5891503 

. . 9,7854893 
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differenza . . . 4,8030610 .... 4,8030010 

sm U ... . 9,9705008 sen B' . . 9,7182061 

log c =. . . . 4,7741618 log b =.. 4,5219271 

Dunque nel triangolo sferico proposto, gli elementi 
che fa d’ uopo trovare sono : 

A = 41° 78' 44». 40 
B = 35 1 65. 86 

log c = 4,7741618, ovvero c = 59451 m 250. 

N. B. Il metodo esposto in questo paragrafo può ser- 
vire ancora a risolvere i triangoli nei quali due lali fos- 
sero poco differenti da 200° ed il terzo piccolissimo- 
Infatti, prolungando i lati maggiori A'C, A'B (fig. Y6),Fi g . 
si avrà un triangolo sferico BCA , del quale i tre lati 
sarebbero piccolissimi, 

§. VI. t lei triangoli sferici , dei quali due angoli 
sono acutissimi. 

CVH1. Sia ABC (pg. li) il triangolo sferico propo-Fig. tj. 
sto nel quale A e B sono due angoli acutissimi; sia LMN 
il suo triangolo polare, in modo che si abbia MN=200° — 

A ed LN =: 200° — B. Se si prolunghino gli archi NM, 

NL, fino a! loro incontro in K, egli è chiaro che si avrà 
KM=A, e KL=B, il triangolo LKM avrà dunque i suoi 
lati piccolissimi, e sarà nel caso di esser risoluto col me- 
todo del paragrafo precedente. Sieno A', B', C f , tre ango- 
li, ed a', à', c', i tre lati del triangolo LKM, si avrà 

A' = MLK = a a 1 — KM = A 

B' = LKM = b b< — LK = B 

C' = LKM = 200“ — c c‘ = LM = 200“ — C 

Dunque tre clementi cogniti nel triangolo ABC ne da- 

ranno tre nel triangolo LKM, e per conseguenza ancora 
tre nel triangolo rettilineo, al quale il triangolo LKM può 
pssere rapportato; ora questo essendo risoluto, si avrà la 
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risoluzione del triangolo LKM , e donde poi quella del 
triangolo proposto ABC. 

C1X. Sia, per esempio, A = 3°, B = 2° cd il Iato 
adiacente c = 150'’, i dati del triangolo LKM, o piut- 
tosto At B' C', saranno a'= 3% b' = 2” , e 1’ angolo 
compreso C == 50°. per mezzo dj questi dati §i trova 
!’ eccesso sferico 

1 

— a 1 b 1 seti C' 

% 

« = = 333". 31, 

R 

ed il terzo di « essendo tolto da C', il resto sarà 49° 98* 
88". 93. Bisogna dunque risolvere un triangolo rettilineo 
nel quale yi sono i due lati a! = 50000" 6' = 20000' , 
e l’angolo compreso C" = 49° Q8' 88". 93. Si trove- 
ranno gli altri due angoli A" = 103° 64' 86", 53. B" 
— 46" 56' 46". 75, -ed U terzo lato d = 21244". 36; 

1 

* aggiungendo dunque — s agli angoli S!' e P" del triqn- 

2 

gplo rettilineo, per avere gli angoli A', B' del triangolo 
sferico, si avrà per la soluzione cercata, 

A' = a = 103° C5' 97'.' 40 

B' = b = 46 37 35. 8? 

C = 200° — c' = 197 87 55. 64 

§. Vlf. Pel poligono regolare di diciassette lali f 

CX. Si termineranno queste applicazioni del calcolo 
trigonometrico esponendo il metodo, seguendo l’opera di 
Gauss, citata nella nota alla Prop. 5. del lib. IV, d’inscri- 
vere il poligono regolare di 17 lati per la semplice ri- 
soluzione dell’ equazioni di secondo grado. 

200° 

Sia 1’ arco <p; dico in prima, che si avrà !’ e-, 

17 

qpazionp 

cos<f -pcos3<p-f-coso 


9 +00579+00599 +0OS 1 1 y+005 1 39+0 Os159= 
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fnfatli se chiamisi il primo membro P, e che si mol- 
tiplichino lutti i suoi termini per 2 cos 9 : e che poi si 
cangi ciascun prodotto di due coseni in coseni d’archi sem- 
plici per mezzo della forinola 


2 cos A cos B = cos ( A + B ) + fos ( A — B ) 
si avrà 


2Pcos<p=l-j-2cqs2^-f2cos49-f-2cos6f -j-2cosl4<p-f- cosi"®, 

Ora poiché 17 = 200° si à 

cos 2 <p = cos ( 200° — 15 9 ) = — cos io <p, 
eoa 4 9 = epa ( 200° — 13 9 ) == — cos 13 9, 

p così di seguito fino a 

CQS 16 9 == — r cos 9 , 

Dunque, 

2Pcor<p=i— 2cosl5*— 2cosl3| -cosi Ì9 2coa3<p— cos%, 

ovverq 

2 P cos 9 = 1 -f- cos ? — 2 P 

pssia 

2 p ( 1 + cos $ ) = 1 -j- cos 

1 

Dunque P = — . 

2 


Ciò posto, divisa la somma dei termini che compon- 
gono P in due parti, cioè : 

a; = cos 3 ? cos 5 9 -{- cos 7 * cos 11 ® 

y == cos f -j- cos 9 <f -j- cos 13 9 -J- cos 13 ^ 


1 

si avrà x y — — -, 
2 


molliplichinsi in segato i qualtrq 


termini di a; per i quattro termini di y, e cangiando i 
prodotti di coseni in coseni d' archi semplici, si°ottiene, 
fatte tutte le riduzioni, 1 


fiEGENDBE Trigono rr\. 


1 ? 
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xy—Q ( c os 2 ^ “J- cos 4 ^ cos 6 $ -j“ cos 16 ) 

ovvero 

xy=. — - 2 ( cos 15 $ cos 15 <p -{- cos 1 1 ? .... cos t) 
e finalmente xy — — 1. 

Per mezzo di quest’ equazioni si trova 

1 1 

.r = (- — V 17 i 

4 4 


1 1 



Ora se nuovamente si dividono le somme x ed y cia- 
scuna in pue partii cioè, 

x — s -f - 1 y = u z 

s — cos 3 tp -J- cos 5 tp u — cos <p -f- cos 13 <p 
t = cos 1 cp -jp cos 11 <p z — cos9<p -j- cos 15 «j>, 

si troverà similmente 

1 1 
l ~~ 4 ’ 

in modo che potrahnosi determinare i quattro numeri t>, 
t, u, z, per le due nuove equazioni di secondo grado. 
Finalmente conoscendo cos <p + cos 13 <p = u 

e 

4 i | 

colcos 13ty:= — (cosl2tp-f-cosi4ip)= (cos3<p-}-cos l .(f)= — _ s . 

2 2 2 1 

si oltorrà* per una quarta equazione di secondo grado , 
il valore di cos <p , ed indi quello del lato del poligono 
proposto, il quale è 2 seti <p, ovvero 1 V ( 1— cos 3 <p ). 

Relativamente al metodo che à diretto la divisione 
di queste diverse equazioni, è di una teorica delicatissima^ 




151 

fondala sopra T analisi indeterminata , della quale biso- 
gna vederne lo sviluppo nell’opera di Gauss, o nei Saggio 
sulla teorica dei numeri , 2. a ediiione. Ivi si troverà la 
dimostrazione completa di questo teorema bellissimo, non 
che generalissimo. 

« Se il numero n sia primo, e che n — 1 risulta 

» prodotto di fattori primi a p à y , eoe. la divisione 

» del circolo in « parli eguali potrà sempre ridursi alla 
» risoluzione di * equazioni del secondo grado , c del 
» terzo, y del quinto, e così di seguito. » 

FINE. 
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